4. NPC problems involving sets and numbers

* NPC, Cook’s og 3SAT
e 3SAT <TPM

e TPM < XC3

e XC3 <KNAPSACK

NP er en anden kompleksitetsklasse, som er formelt defineret ved:
vx €{0,1}:x €L e [Ty € {0,1}*:|y| < p(xDA{x,y)€EL] , L' € P , perpoly.

Dvs. vi vil kunne tjekke om en given lgsning er en lgsning i polynomiel tid - ydermere ma denne
lgsning maks. have leengden polynomisk af probleminstansen.

Dermed kunne vi afggre om x € L for L € NP ved at lave en exhaustive search, hvor der for alle mulige
2p(xD+1 _ 1 yaerdier af y tjekkes om (x, y) € L'.

NP-harde sprog er de sprog, der har ret lille sandsynlighed for at ligge i P. Formelt kan vi sige
VL' e NP:L'<L=L€NPH

NP-harde sprog ligger ikke ngdvendigvis i NP, men de der ggr er ret interessante, idet der er en del
naturlige problemer, vi gnsker at lgse, hvor vi ved, vi ikke kan finde en effektiv lgsning (hvis P = NP).
Problemer i bade NP og NPH kaldes NP-complete.

Lemma 7: Hvis L, er NPH og L; < L, sa er L, NPH. Bevis: Transitivitet geelder, og idet alle problemer i
NP reducerer til L; reducerer disse ogsa til L,, og def. for NPH er opfyldt.

Lemma 7 giver os en anledning til at finde et problem, som er NPC, hvor vi vha. lemma 7 kan reducere
andre mulige NPC-problemer til, sdledes vi ikke behgver fgrer et langt, akavet bevis, hver gang vi vil
vise, at et problem er NPC. Cook’s satning ggr ngjagtigt dette.

Cook’s saetning giver os et problem SAT, som er NP-hardt (og ligger i NP). Dermed ligger det i NPC. Vi
viser at CircuitSAT er NP-hardt og reducerer til SAT, hvormed Cook’s sztning er vist. CircuitSAT
generaliserer SAT, idet CNF’er er formularer, som er kredslgb.

3SAT: Vi er givet en 3CNF-formel &, og skal bestemme om vi kan finde en sandhedstilordning T som
tilfredsstiller ®. Da 3SAT er NP-complete (og en specialisering af SAT, idet vi reducerer herfra), kan vi
bruge 3SAT til at vise, at andre problemer er NPC.

TRIPARTITE-MATCHING: Givet tre maengder B, G, H med hver n elementer, og relationen T € B X G X
H, kan vi finde n tripler i T, hvor ingen af dem har noget til faelles?

3SAT < TRIPARTITE MATCHING:

(k1 Vxy, V) A(=xy Vaxy Vxg)
Vi skal konstruere en slags graf ud fra 3SAT-formlen. Vi skal lave en choice-constraint-gadget for hver
variabel. Denne skal indeholde 2k H, hvor k = max(|x;|, |—x;|). Her er der i alt 2k tripler.

Herudover er der k G og k B. Ydermere er der et B-G-par for hver klausul. Dette par indgarii alt 3
tripler (en for hver literal pr. klausul). Det hjem, der er med i det par, der er med i matchingen her,
angiver sandhedsveerdien for literalen (og dermed for variablen).

Til sidst tilfgjes der et antal B-G-par, sa der er lige mange B-G-par, som der er H i alt. Der vil altid vere
mindst 3 gange sa mange H som klausuler.

Der findes en matching & 3SAT-formlen opfyldes af en sandhedstilordning.

Bevis: Hjem valgt i blomsterne er af "ens” type - dvs. der kan ikke bade veelges x og —x.

EXACT-COVER-BY-3-SETS: Vi er givet en familie F = {S;, ..., S} af undermaengder af U, sdledes at
|U| = 3m, for et tal m og |S;| = 3. Er der m mangder i F som er disjunkte (adskilt) og tilsammen
danner U?




XC3 € NPC: XC3 er en generalisering af TPM: TPM er tilfaeldet, hvor U = BU G UH = {1, ...,3m}. Til
enhver valgt triple t; = (b,g,h) € T fra TPM har vi S; = (b, g,h) i XC3, for i =1,...,n. Hermed er
foreningsmaengden af de m tripler kun er U, hvis der er en matching i TPM og omvendt.

KNAPSACK er et integer programming tilfeelde. Vi har n items: (v;, w;). Vi skal finde en delmaengde
S c{1,...,n}, hvor der geelder at},;csw; < W ogforettal K:Y,;csv; = K.

XC3 < KNAPSACK:

Vi kigger pa specialtilfeeldet af knapsack, hvor v; = w; og K = W. Vi er givet n heltal wy, ...,w, og
gnsker at se om delmangde af S summer op til praecis K. Dette kaldes og SUBSET-SUM:

Hvert S; kan vi se som et item i knapsack - vi overseetter til {0,1}3™. Disse seettes ind i en tabel, sdledes,
at hver raekke repraesenterer et item (kolonner er elementer i XC3). Nu handler det helt simpelt om at
addere disse raekker, siledes vi fir en raeekke med kun 1’ere = K = 23™ — 1. S8 vaelges de items ud,
som praecis adderer op til denne rakke.

Dvs. hvis vi har et XC3, som opfyldes, sd har vi ogsa instans af knapsack, som opfyldes. Dette gelder
ogsa den anden ve;j.

Vi skal dog passe pa binzaert addering, idet fglgende er forkert:

0011  {3,4}
0101 {2,4}
0111 {2,3,4}
1111

Da vi har mangde i addition, skal vi altsa sikre, at vi ikke far et forkert resultat. Vi teenker pa vores
items som items i base n + 1 i stedet for 2. Dermed vil det ga op, idet vi i ovenstdende tilfeelde vil fa
0223 i sidste raekke, hvilket ikke er 1111.




