1. Lgsninger og mindste kvadraters lgsninger af lineaere ligningssystemer
* Ligningssystem
* Underdeterminerede (satn. 1.2.1)
* Overdeterminerede (satn. 5.3.1)

Vi har mlinezere ligninger og kan opstille fglgende ligningssystem:

a11x1 + -+ alnxn = bl

a,,;lxl + ot ApnXp = .bn
Sa kan vi opstille det pd matrixform:
Ax=1Db
Med Igsning pa formen ¢ = (cy, ..., ¢,)T som sattes ind p& Xernes plads. Maden vi finder lgsningen pa
er ved at endre den udvidede matrix [A|b] vha. reekkeoperationerne:
R; & R; R; — sR; R; = R; + tR;
Vi har sd et lemma, der siger, at lgsningsmaengden til to systemer er ens, hvis de to systemer er ens -
og de to systemer er raekkeaekvivalente: [A|b]~[B|c] sa har Ax = b og Bx = c ens lgsningsmengde.
Vi skal finde [B|c] sa lgsninger er nemme at skrive ned. Vi indfgrer REF:
1. Enraekke med O’er ligger under alle andre.
2. Den fgrste ikke-nul indgang i en raekke er 1 og ligger i sgjlen til hgjre for fgrste ikke-nul adgang

i reekken ovenfor.
3. RREF: alle andre indgange i en sgjle med pivot er 0.

Sa har vi underdeterminerede systemer, som er ligningssystemer med flere ubekendte end ligninger.

Dvs. n > m. Generelt er underdeterminerede systemer konsistente - dvs. der findes altid mindst én
lgsning. Men der kan veere tilfzelde, hvor de vil veere inkonsistente - fx hvis RREF har to nulraekker.

Saetning 1.2.1: Et m X n homogent ligningssystem har en ikke-triviel lgsning, hvisn > m.

Bevis: Et homogent system er altid konsistent (da. b = 0 - der vil altid veere den trivielle lgsning x =
0).

Ydermere ma systemet have maks. m ikke-nulraekker = maks. m pivot’er.

Da der er nvariabler ma der altsa veere mindst én eller flere frie variabler, som er arbitreere - og for
enhver arbitrzer veerdi er der en lgsning.

Herudover har vi ogsa overdeterminerede ligningssystemer, hvor vi har flere ligninger en ubekendte
(m > n). Her taler vi om at ligningssystemerne ofte er inkonsistente. Vi kan dog tilneerme os en
lgsning. Igen har vi samme ligningssystem som fra starten, og definerer sa residualet:

r(x)=b—Ax , A€ Maty,,(F) , beR™ , xeR"
Sierx € R",sa ||r(3?)||2 er mindst mulig en mindste kvadrates lgsning. Afstanden mellem b og Axer
ligeledes givet ved:

|1 COl| = 11b — Ax]]|

Hvis X er en lgsning til Ax= bogp = AX sd er p den vektor i sgjlerummet for 4 som er tettest pa b. Vi
vil med fglgende szaetning vise at p findes og er unik!

Seetning 5.3.1: Lad Sveere et underrum af R™. For hvert b € R™ findes en unik projektion paf bpd §
det neermeste punkt pa bi S

[Ib=yl|>|lb-pl|, vy£pES
Ydermere galder det, at pkun vil vaere taettest pa b, hvis og kun hvish —p € S+

Bevis: =: Vived R™ = S @ S+, s& vi kan skrive b = p + z, hvor z € S. Vi kan s skrive:




2 2
16 =yII" =it —p) + @ =P
Dab—y € Sogh—p=zE€ St sikan vibruge Pythagoras:

2 2 2
|16 = 1|" = [Ib=pl|" + [Ip = |
Da p # y har vi heraf, at
|16 = yl| > [Ib - pl|

&: S4, hvis vi veelger et ¢ € Sog b — q ¢ S+, s& da q # p harviat ¢ = y. Da yer alle elementer i S, som
ikke er p, har viigen: ||b — q|| > ||b — p||




2. Vektorrum og underrum

* Aksiomer

* Egenskaber

*  Underrum

* Setning 3.2.1

Definition: En maengde Vudstyret med en addition (u + v € V) og skalarmultiplikation (av € V). Sa
kaldes Vet vektorrum, hvis fglgende aksiomer er opfyldt:

A1:Vx,yeV: x+y=y+x (kommutativ)

A2:Vx,y,z€V: x+(y+2)=((x+y)+z (associativ)

A3:30€V: x+0=x (eksistens af neutral element)

A4:Vx eV,3—-x€V:x+ (—x) =0 (additiv invers)
Si:VaeF,x,yeV: a(x+y) =ax+ay

S2:Va,B EF,x €V:(a+ B)x =ax+ fx (2distributive egenskaber)
§$3:vVa,B EF,x €V:(af)x = a(fx)

$4:1-x =x (1eretneutralt element for skalarmultiplikation)

Herudover har vi nogle flere egenskaber ved vektorrum:

Satning 3.1.1: Ver et vektorrum og x er et elementi V sa gaelder:

(MDHOo-x=0
(2)x+y=0sdy=—x (—xerenentydig additiv invers til x)
3) (Dx=-x

Bevis:

(1)x5=41x=(1+0)x5=21x+0x5=4x+0x

brug x fra oven

0=—x+x = —x+(x+0x)A=2(—x+x)+Ox

—0+0x 2 0x+02 0x

b +y=0
(2)—xA=3—x+O g —x+(x+y)A=2(—x+x)+y=0+yA=1y+0A=3y

€h)
(3)0 = 0x=(1+(-D)x = 1x + (-Dx = x + (-Dx
Vi bruger sa (2) til at indse, at der ma geelde: x + (—=1)x = 0sder (—1)x = —x

Vi har ogsd underrum, som er defineret ved:

Definition: En ikke-tom delmangde Saf et vektorrum V'kaldes et underrum, hvis fglgende geelder:
Cl:vxeV,ae€F:. axe€S
C2:Vx,yeV: x+y€ES

C1 og (2 er ogsa lukkethedsegenskaber for vektor.

Vi definerer et span:

Definition: Lad vy, ..., v, veere vektorer i et vektorrum V.
En linear kombination er en sum pa formen a;v; + -- + a, vy, hvor «; er skalarer.

Mangden af alle linear kombinationer af vy, ..., v, kaldes span for vy, ..., v,, = Span(vy, ..., v,)-

Vi vil nu bevise, at et span er et underrum af V.

Seetning 3.2.1: Hvis vy, ..., v, er elementer i et vektorrum V, sa er Span(vy, ..., v,,) et underrum til V.

Bevis: Vi bruger definitionen pa et underrum. Hvis v = ayv; + -+ + a, v, er et arbitreert element i
Span(vy, ..., vy) og S er en skalar:




s1
CL: v = B(ayvy + -+ apvn) = (Bay)vy + -+ (Bay) vy € Span(vy, ..., vp)
Nu definerer viw = vy + -+ + S, vp.
s
C:v+w= (v, + -+ ayv) + (v + -+ apvy) = (ay + vy + -+ (ap + L), €
Span(v4, ..., vy)

Dermed er Span(vy, ..., v,) et underrum af V.




3. Linezer uafthaengighed

* Definition

* Lemma 1.4.2
* Satning 3.3.1
* Lemmal.2.1
* Satning 3.4.1

Definition: Vektorerne v, ... v, i et vektorrum Ver lineaert uathaengige, hvis

v+ o+, =0=2¢=0,..,¢, =0

Vi har et lemma, vi bruger til beviset senere:

Lemma 1.4.2: Aer en n X n matrix, sa geelder:
i) Aerinvertibel
ii) Det homogene ligningssystem Ax = 0= x =0

iii) A er reekkeaekvivalent til /

Folgende saetning forteeller os, at hvis sgjlerne i en matrix er linesert uatheengige, sd er matrixen
invertibel.

Seetning 3.3.1: Lad x4, ..., x, € R 0g X = (xy, ..., Xp)- X1, ..., Xp linuafh. & X er invertibel.
Bevis: Vi kan skrive ligningen

C1xX1+ -+ cpx, =0
Om til Xc = 0, hvor ¢ = (¢4, ..., )T

Ligningen har kun lgsningen 0, hvis og kun hvis Xer invertibel (jf. seetning, der siger, at 4 inv. & Ax =
0ex=0).

Vi skal bruge en definition...

Definition: {v, ..., v, } udspaendende mangde for V'hvis og kun hvis, hver vektor i I’kan skrives som en
linear kombination af v4, ..., vy,.

...og etlemma...

Lemma 1.2.1: Et m X n homogent ligningssystem har en ikke-triviel lgsning, hvis n > m.

Bevis: Et homogent system er altid konsistent (da. b = 0 - der vil altid veere den trivielle lgsning x =
0).

Ydermere ma systemet have maks. m ikke-nulraekker = maks. m pivot’er.

Da der er nvariabler ma der altsa veere mindst én eller flere frie variabler, som er arbitreere - og for
enhver arbitrzer veerdi er der en lgsning.

...til det sidste bevis:

Seetning 3.4.1: Hvis {v,, ..., v,,} er en udspandende mangde for V, sd vil enhver samling af m vektorer
{uq, ..., uy} 1 Vveere linezere afthaengige nar m > n.
Bevis: Lad uy, ..., u,, veere mvektoreri V. Jf. def. Af udspaendende maengde, kan vi skrive:
n
U = aj v+ + aipvy = 2 a;jvi , i=1..,m
j=1

Vi har en linear kombination, som vi skriver lidt om pa (vi indsaetter ovenstaende pa u;’s plads):




n n m

n
Cup + -+ cpuy = Clz ajvj+ -+ sz AV = z (of] Zaijvj

j=1 j=1 =1

-
Il
[uy

(vi bytter om pa sumtegnene, da kun a;; atheenger af begge)

n m
= 2 (Z aijcl-> v;
j=1 \i=1
Nu kigger vi pa ligningssystemet (homogent):

m

Eaijci =0,j=1..,n

i=1
Dette system bestar af mubekendte med nligninger (altsa flere ubekendte end ligninger). Dette
system har en ikke-triviel lgsning (¢, ..., é,,)7. Hvis vi indsaetter denne lgsning i den fgrste linear

kombination (hvor den midterste sum sa er 0):
n

m n
G = ) (Y )y =Y 0y =0
j=1

j=1 \i=1

Sd da ovenstdende giver 0 med en ikke-triviel lgsning, er vektorerne uy, ..., u,, lineaert atheengige.




4. Basis for vektorrum; koordinatisering

* Definition
* Satning 3.4.1
* Koordinatisering

Definition: Vektorerne vy, ..., v, danner en basis for vektorrummet 'hvis og kun hvis:
() vq, ..., vy erlinuafh.
(ii) v4, ..., v, udspaenderV

Dvs. alle linear kombinationer for vy, ..., v, ligger i Span(vy, ..., vy)-

En meengde {x, ..., x,, } er linezert uafthaengige, hvis og kun hvis c;x; + -+ cp,x, = 0med¢; = 0,i =
1, ..., n. Ellers er de linezert athaengige.

Vi siger at en basis er den minimale maengde vektorer, der skal til for at udspaende et rum.

Definition: {v, ..., v,} udspaendende maengde for I’hvis og kun hvis, enhver vektor i I’kan skrives som
en linear kombination af vy, ..., v,.

For at bevise den naeste sztning, bruger vi desuden ovenstdende definition. Hvis vi i den fglgende
saetning antager, at vektorerne vy, ..., v, er basis for vektorrummet V, sa er de vektorer lineaert
uafhaengige, og setningen siger s, at hvis man har bare 7+ 1 vektorer fra rummet, sa vil de vektorer
veere linezert afthaengige.

Seetning 3.4.1: Hvis {v,, ..., v,,} er en udspandende mangde for V, sd vil enhver samling af m vektorer i
Vveere linezere athaengige. m > n.
Bevis: Lad uy, ..., u,, veere mvektoreri V. Jf. def. Af udspaendende maengde, kan vi skrive:
n
U = ap v+ + appv, = 2 a;jvi , i=1..,m
j=1

Vi har en linear kombination, som vi skriver lidt om pa (vi indsaetter ovenstaende pa u;’s plads):

n n m n
clu1+-~-+cmum=clza1jvj+---+cm2amjvj =Z (of] Zaijvj
j=1 j=1 i=1 j=1

(vi bytter om p& sumtegnene, da kun a;; athaenger af begge)

n m
=Y (D)
j=1 \i=1
Nu kigger vi pa ligningssystemet (homogent):

m

Zaijci =0,j=1,..,n

i=1
Dette system bestar af mubekendte med nligninger (altsa flere ubekendte end ligninger). Dette
system har en ikke-triviel lgsning (¢, ..., é,,)7. Hvis vi indsaetter denne lgsning i den fgrste linear

kombination (hvor den midterste sum sa er 0):
n

m n
G =) (Y )y =Y 0y =0
j=1

j=1 \i=1

Sa da ovenstdende giver 0 med en ikke-triviel lgsning, er vektorerne uy, ..., u,, linezert athaengige.
Herudover kan det ofte vaere nyttigt at skifte fra en basis til en anden. Helt konkret har vi fglgende
definition:




Definition: Lad Vvere et vektorrum, oglad E = [vy, ..., v, ] veere en ordnet basis for V. Et element vfra
Vkan skrives som: v = ¢;v; + ++* + ¢, V,. Sa vi kan associere hver vektor vmed en unik vektor

¢ = (¢, ..., cy)T € R™ Denne vektor kaldes koordinatvektoren til vmht. £og skrives [v]. ¢;’erne
kaldes Vs koordinater relativt til £

Fremgangsméaden for at skifte basis i R:

Fremgangsmade: Vi gnsker at skifte basis fra [vq, v,] til [uy, u,], hvor de begge er ordnede baser for R2.
Hvis vi har en vektor x € R?, sa kan vi skrive den ud fra V:

X =cv+ v, , c=[x]y

Hvor vi antager, vi kender c¢. xgnsker vi sa at skrive ud fra U
x =dyu; +dyu, , d=[xly

Sa vi skal altsa finde disse to skalarer:
diuq + dyuy, = vy + cyvy

Hvis vi siger, atV = (v, v,) og U = (u4,u5), sd har vi:

Ve =Ud
Da Uog Vbestar af basis-vektorer er de linezert uathaengige, og dermed er de to matricer invertible:
d=U"1Vc

Vi siger s3, at S = U~V er transitionsmatrixen. S far vi den nye koordinatvektor for xmht. [u;, u,]
ved at gange den gamle med .




5. Matricer og linezere transformationer

* Definition

* Egenskaber

* Saztning 4.2.1
* Lemma4.2.3
* Satning 4.2.4

Definition: En linezer transformation L: V — W er en afbildning som respekterer linezer struktur, dvs.:
Vv, v, EV,Va,B € F:
L(av) = aL(v)
L(vy +v3) = L(vy) + L(v2)
Dette kan saettes sammen til:
L(avy + Bv,) = aL(vq) + BL(v,)

Der er nogle forskellige egenskaber for lineaere transformationer. Herunder opremses tre:

Egenskaber:
(@) L(0y) =0y
(it) L(ayvy + -+ apvy) = a1 L(vy) + -+ a, L(vy,)
(iii) L(—v) =—-L(wv) , YveV
Bevis:
@) L(0y) = L(00y) = OL(0y) = Oy
(@) Laivy + azvy) = a1L(vy) + a3 L(vy)
Hvis vi antager, at det geelder for n = k, og sa kigger pdn = k + 1:
L(@y vy + ++ F @V + @er1Virn) = & L(01) + -+ @ L (W) + L(@hs1Vis1)
Fra def. har vi, at sidste led sdledes bliver det gnskede.

(iti) L(—v) = L((-Dv) = (-DL(W) = —L(v)

Etlille eksempel til at tjekke, at en linezer transformation overholder lineaer struktur - og for at lede os
over i matrixrepraesentationer af linezere transformationer:

Eksempel: Vi har afbildningen L: R? - R! ,L(x) = x; + x,. Vi tjekker:
L(ax + By) = (ax;y + By1) + (ax; + By;) = a(xy + x2) + By +¥2) = aL(x) + BL(Y)

Hvis vi sd definerer A = (1 1) € Mat,y; € (F), sa kan vi skrive den lineaere transformation som:

Ax=(11) (2) =x; +x, = L(x)

Herefter har vi en saetning, som formaliserer linezer transformation og matrixrepraesentationer heraf:

Seetning 4.2.1: Hvis L er en linezer transformation, som afbilder R™ — R™, sa er der en m X n-matrix
saledes at L(x) = Ax for hvert x € R"™. Den j’te sgjlevektori 4 er givet ved

aj = L(ej) , j=12,...,n

Bevis: Fgrst definerer vi vores a; som i seetningen og skriver
A = (a;;) = (ag, ..., an)

Vi skriver xsom en linear kombination:
X =X161+ -+ xnep

(xer et arbitraert element i R™). Sa skriver vi:




L(x) = L(x1e1 + -+ xn€y) = x1L(eq) + -+ xp,L(ey) = x1aq + -+ xpa,

X1
= (a4, ...,an)< : ) = Ax
xn

Det er ogsa muligt at finde matricer, der repraesenterer linezere transformationer fra et vektorum Itil
et andet W.Sa arbejder vi med ordnede baser for hhv. Vog W.

Lemma 4.2.3: Vi har to ordnede baser: E = [u4, ..., u,] 0g F = [by, ..., by,] for R™ og R™. Vi skriver
B = (b4, ..., by,) og har en lineeer transformation: L: R™ - R™ og A er matricen der repraesenterer L
mht. Fog F sd er:

aj = B‘lL(uj) , j=1,.,n

Dette resultat bruger vi i naeste saetning, hvor vi kan finde A4.

Setning 4.2.4: A er matrixrepraesentationen for L: R" - R™ med de ordnede baser: E = [uy, ..., u,] og
F = [by, ..., by] s er den RREF af matrixen (by, ..., by |L(uy), .., L(up,))~(I|4).

Bevis: Hvis vi har B = (b, ..., by,) S& har vi (B|L(wy), ..., L(u,)) er reekkezekvivalent med:
B~ (B|L(uy), -, L(un)) = (I[B7*L(wy), ..., B~ L(uy)) = Ulay, ..., an) = (I|A)




6. Determinanter

* Definition

* ERO

e Seetning 2.2.2

*  Cramers regel
For alle kvadratiske matricer (n X n) findes der et tal, som vi kalder determinanten. Determinanter
kan bl.a. bruges til at Igse ligningssystemer (specielt ved n > 3).

Definition: For A € Mat, 4, sa er determinanten det(A) = a;;. For n > 1 er determinanten givet ved
det(A) = a11411 + a1pA12 + - + Aphin
(her reekkeudvikling af 1. raeekke). Generelt med reekkeudvikling langs 7te raekke eller sgjleudvikling
langs /te sgijle:
det(4) = a;14i1 + @Ay + - + Apdin
= aqjAyj + ayjAy; + o+ agjdy; , Lj=1,..,n
Aerne (kofaktorerne) er givet ved:
Ajj = (=)™ det (M(A);))
Hvor igen M(A);; er (n — 1) X (n — 1)-matricen, som man far ved at fjerne reekken og sgjlen, som

indgang a;; er i. Dvs. en slags rekursiv definition.

Vi kan sige lidt om determinanten for nogle forskellige matricer:

+ det(4) = det (47)

* det(4) = 0, hvis 4indeholder en nul-raekke eller -sgjle (aekvivalent med to ens rakker eller
sgijler).

* Determinanten er produktet af diagonalelementerne i en trianguleer matrix.

Raekkeoperationer pa en matrix ggr noget forskelligt ved determinanten:

i To reekker ombyttes: det(A) —» —det (4)
ii. En raekke ganges med en ikke-nul skalar: det(4) — adet (4)
iii. Laegge et multiplum af en rackke til en anden: det(4) — det (4)

Som en sidenote til beviset kan det siges, at generelt geelder det(E) # 0 for alle raekkeoperationer.
Ydermere har vi, at det(EA) = det(E) det (4).

Seetning 2.2.2: A € Mat,, er ikke-invertibel & det(4) = 0.
Bevis: Vi kan fa 4 pa RREF ved et endeligt antal raeekkeoperationer. Dvs.
U= EE;_q..E,A
Hvis vi tager determinanten af U
det(U) = det(ExEx_1 ... E;A) = det(Ey) det (Ex_4) ...det (E;)det (4)
Da alle det(E;) # 0 md det(A) = 0 & det(U) = 0. Hvis 4 er invertibel, vil Uhave 1’er pa diagonalen og
det(U) = 1, men da det(U) = 0 ma A vere ikke-invertibel, og Uhar enten nul-raekker og/eller -sgijler.

Som sagt tidligere, kan determinanter ogsa bruges til at beregne Igsninger, til ligningssystemer. Fgrst
definerer vi den adjungerende matrix til brug i Cramers regel.

Definition: Den adjungerende matrix adj A bestar af kofaktorerne for A4 transponeret:

Aj1 Azr o Am
AlTL AZTL b ATLTL

Aog adj A ganget sammen giver determinanten til 4: A(adj A) = det(4) I




Dette kan skrives om til (hvis 4 er invertibel > det(A)#0): A™1 = detl(A) adj A

Cramers regel med bevis:

Seetning 2.3.1: A € Mat,,,,(F) som er invertibel, b € R". S er A; matrix 4 med i'te sgjle skiftet ud med
b. Hvis X er en unik lgsning til Ax = b. Sd er indgangene i X givet ved:
det(4;)
= et(a)
Bevis: Vi kan skrive X op pa fglgende made:

i=12,..,n

defadj A 1
- (————mﬁA)b

L 1 blAll + b2A21 + e + bTLATL].
?=A"1h =
* det(4)

det(A) blAln + bZAZn + ot bnAnn

Og sa er X, altsa givet ved:
5(:\ _ blAli + bzAzi + e + bTLATLi _ det (Al)
g det (4) det (A)




7. Egenvaerdier og egenvektorer

* Definitioner
0 Egenrum
0 Karakteristisk polynomium
* Satning 6.1.1
* Def. pa diagonalisering
* Setning 6.3.2

Definition: A € Mat,, ,(IF), A € F er en egenveerdi for 4, hvis der findes en ikke-nul-vektor xsdledes, at:
Ax = Ax geelder. xkaldes sa for egenvektoren tilhgrende egenverdien A.

En egenveerdi kan have flere egenvektorer, men en egenvektor har kun én egenvaerdi.

For at finde egenvaerdierne for en matrix 4, skal vi finde det karakteristiske polynomium. Men fgrst
finder vi egenrummet:

Definition: Vi tager den fgrste definition, og skriver den om:
(A-ADx =0

Sa er lgsningsrummet N (A — AI) ogsa kaldet egenrummet. Egenrummet bestar af alle egenvektorer til
A

Dvs. vi har kun en ikke-triviel (x # 0) lgsning, hvis A — Al er ikke-invertibel, hvilket igen vil sige, at
det(A — AI) = 0. Det leder os frem til det karakteristiske polynomium:

Definition: Egenveerdierne for en matrix 4 kan beregnes fra det karakteristiske polynomium (eller
ligning):

p(A) =det(A—AI) =0
Rgdderne er sa egenverdierne. Typisk siger vi, at en n X n matrix har n egenveerdier (talt med
multiplicitet).

En lille smule om similaritet.

Definition: En matrix Ber simileer til 4, hvis der findes en invertibel matrix Sséledes, at:
B =S57148
Saetning 6.1.1: For to simileere matricer 4 og Bgeelder det, at deres karakteristiske polynomium er ens:
pa(A) = pg(A)
Dermed har de to matricer ogsa samme egenverdier.
Bevis:
pg(1) = det(B — AI) = det(S71AS — AI) = det(S™1(4 — AD)S)
= det(S™1) det(4 — AI) det(S) = p,(1)

Vi kan bruge egenveerdier og egenvektorere til at diagonalisere en matrix:

Definition: En n X n matrix er diagonaliserbar, hvis det findes en invertibel matrix X og en diagonal
matrix D, sa:

D =X14X

Vi siger s3, at Xdiagonaliserer A.

Fglgende saetning fortzeller os, hvad der skal geelde om egenvektorerne for en matrix A4:

Seetning 6.3.2: En n X n-matrix A4 er diagonaliserbar & nlinezert uathangige egenvektorere for 4.

Bevis: «: Vi antager 4 har de lineart uafthaengige egenvektorer x4, ..., x,,, og lader A; veere egenvaerdien
tilhgrende x;. Xer en matrix med x; som j'te sgjlevektor. Vi ved sd: Ax; = A;x; er den j'te sgjlevektor for

AX Sa:




AX = (Axq, ... Axy) = (A1 X4, ooy ApXy)
A 0
= (x4, ...,xn)< oo ) = XD
0 - A,
Da Xbestar af nlineaert uafhaengige vektorere, er Xinvertibel, og vi har:
D=X"'XD=X"1AX
=: Hvis A er diagonaliserbar s& har vi: A = XDX~! = AX = XD med

A 0
b ( . )
0 - A,

Hvis vi igen siger, at x4, ..., x,, er sgjlevektorerne for X, sa har vi igen:
Dvs,, at x; er egenvektorer tilhgrende 4; (til 4). Da Xvar invertibel, bestdr den af zlinesert uatheengige
sgjlevektorer - dvs. 4 har nlinezert uathaengige egenvektorer.




8. Diagonalisering

» Egenveardier og —vektorer
* Definitioner

* Seetning 6.3.2

* Bemarkninger

* Seetning 9.2.3

Definition: A € Mat,, ,,(F), € F er en egenveerdi for 4, hvis der findes en ikke-nul-vektor x saledes, at:
Ax = Ax geelder. xkaldes sa for egenvektoren tilhgrende egenverdien A.

En egenveerdi kan have flere egenvektorer, men en egenvektor har kun én egenverdi. For at finde
egenveerdierne for en matrix 4, skal vi finde det karakteristiske polynomium.

Definition: Egenveerdierne for en matrix 4 kan beregnes fra det karakteristiske polynomium (eller
ligning):

p() =det(A—AI) =0
Rgdderne er sa egenveardierne. Typisk siger vi, at en n X n matrix har n egenvaerdier (talt med
multiplicitet).

En lille smule om similaritet.

Definition: En matrix Ber similaer til 4, hvis der findes en invertibel matrix Ssaledes, at:
B =S5"1AS
Saetning 6.1.1: For to simileere matricer 4 og Bgeelder det, at deres karakteristiske polynomium er ens:
pa(A) = pp(d)
Dermed har de to matricer ogsa samme egenverdier.
Bevis:
pg(1) = det(B — AI) = det(S™1AS — AI) = det(S™1(4 — AD)S)
= det(S~1) det(4 — AI) det(S) = pa (1)

Vi kan bruge egenvzeerdier og egenvektorere til at diagonalisere en matrix:

Definition: En n X n matrix er diagonaliserbar, hvis det findes en invertibel matrix X og en diagonal
matrix D, sa:

A=X1DXx

Vi siger s3, at Xdiagonaliserer A.

Fglgende saetning fortzeller os, hvad der skal geelde om egenvektorerne for en matrix A4:

Seetning 6.3.2: En n X n-matrix A4 er diagonaliserbar & nlinezert uathangige egenvektorere for 4.

Bevis: <: Vi antager A4 har de lineaert uathaengige egenvektore x4, ..., x,,, og lader A; veere egenvaerdien
tilhgrende x;. Xer en matrix med x; som j'te sgjlevektor. Vi ved sa: Ax; = 4;x; er den j'te sgjlevektor for

AKX Sa:
AX = (Axq, ... Axy) = (A1 X4, o) AnXy)
A - 0
=(.x1, ...,xn)< . : >=XD
0 - A,
Da Xbestar af nlineaert uathaengige vektorere, er Xinvertibel, og vi har:
XD =AX=>X"1XD=X"1AX=>D =X"1AX
=: Hvis 4 er diagonaliserbar s har vi: A = XDX~! = AX = XD med




A - 0
D:(; )
0 - A,

Hvis vi igen siger, at x4, ..., x,, er sgjlevektorerne for X, sa har vi igen:
Dvs., at x; er egenvektorere tilhgrende A; (til A). Da X var invertibel, bestdr den af n lineeert

uafheengige sgjlevektorere - dvs. A har nlinezrt uathangige egenvektorere.

[ forbindelse med beviset kan vi nu opsummere nogle ting:

1. Hvis A4 er diagonaliserbar, er sgjlevektorerne i diagonaliseringmatricen X egenvektorerne for
A, og diagonalelementerne i Der egenvaerdierne for A.

2. Hvis en n X n-matrix 4 har n forskellige egenvaerdier er den diagonaliserbar. Hvis ikke, sa er
den kun diagonaliserbar, hvis alle egenvektorerne er linezert uafthaengige.

3. Hvis Aer diagonaliserbar, kan vi faktorisere A = XDX 1.

Til sidst vil vi vise, at det er nemmere at tage K'te potens af en diagonaliserbar matrix:

Setning 9.2.3: A4 er diagonaliserbar, x4,..,x er en basis bestdende af egenvektorerne for 4 med
tilsvarende egenverdier 44, ..., 1,,. Sa gelder der, at:
1. A*(cyxg + -+ cpxy) = A%y + - + e Ak x,
2. Visiger X = (x4, ..., X,), sd er den K'te potens af 4 det samme som:
/1]1{ e 0
Ac=x(: -~ ¢ |xt
o - Alfl
Bevis: ad 1) For k € N:
AR (cyxy + -+ cpxy) = 1A%y + -+ AR, = ¢ AR xy + -+ AR x,
Jf. definition pa egenvaerdi og -vektor.

ad 2) Ligningen fra 1. kan skrives om til matrixform:

cq Ak o0 cq
Ax| i) =x: :
Cn o - A’fl Cn

Vi fjerner bare cerne:

Ak o0 A0
Ax=x: =~ 1 |=24k=x|: -~ : |Xx1
o - Alfl o - ,wl

Xer invertibel, da den bestar af uathaengige sgjlevektorer.




9. Indre Produkt

* Def. Indre produkt og norm

* Setning 5.4.1 (Pythagoras)

* Def. vektorprojektion

*  Seaetning 5.4.2 (Cauchy-Schwarz’ ulighed)
* Seetning ---

Definition: Et indre produkt pa et vektorrum, er en operation, der tildeler et reelt tal (x, y) til hvert par
af vektorer xog y. Fglgende regler skal overholdes:

i. (x,x)=0 , lighed ©x=0
ii. (x,y)=(,x) , Vx,yeEV
iii. (ax + By, z) = a{x,z) + f{y,z) , Vx,y,z€V og Va,f

Et vektorrum med et indre produkt kaldes et indre produkt rum.

Helt konkret er det indre produkt defineret som (x,y) = xTy i R™ 1 C" er det indre produkt defineret
som (x,y) = xy og der geelder desuden: (x,y) = (y, x)

Vi vil nu definere normen, idet vi skal bruge den til senere beviser:

Definition: Hvis ver en vektor i et indre produkt rum V] sd er normen (eller l&engden) givet ved:
Ivll = V{v,v) = (v,v) = ||v]?
Desuden gzelder der, at hvis to vektorer er ortogonale, hvis (u, v) = 0 og:
i. |lvll=0, lighed ®v=20
i. |lavll = lalllvl
ii. [lv+wll < [lv|l + llwll

Den sidste betingelse kaldes ogsa trekantsuligheden.

Det vil altsa sige, at et par vektorer vil opfylde pythagoras i R™.

Satning 5.4.1: Hvis zog ver ortogonale vektorer i et indre produkt rum, sa geelder:
llw + vli? = llull® + [Iv]I?
Bevis: Vi kigger pa venstresiden i ovenstdende og bruger definitionen:
lu+ v = (u+v,u+v)=(uu)+wv)+ (v,u) + (v,v)
= (wu) + (v,v) + 2(u, v) = [[ull® + |lv||?

da uzog ver ortogonale har vi 2{(u, v) = 0.

Til vores nzeste bevis, skal vi bruge vektorprojektion:

Definition: Vektorprojektionen p af upa ver givet ved:

_(u,v)v=a< 1 )

~ o) Il

Nogle bemarkninger (hvis v # 0):

I.  u- pog perortogonale.
Brug def. af skalarprojektion af p og find (u — p, p)

II. u=pe ueretskalarmultiplum af v Dvs.u = v

(Bv,v)
(v,v)
1

. e (1 _ _a
HV1su—p,sa.u—a(”v”v)—,817,,8_”17”

Hvisu = fvsaerp = v=BFv=u

Til sidst har vi Cauchy-Schwarz uligheden, som bevises herunder:




Seetning 5.4.2: vog uer to vektorer i et indre produkt rum V. Sa geelder:
[(u, v)| < |lullllvl

Med lighed & wuog ver linezert afthaengige.

Bevis: Hvis v = 0 sa har vi tydeligt, at:
[(u, v} = 0 = |lulllvIl

Hvis v # 0, sa er pvektorprojektionen af upa v Hvis vi kigger pa:
plu-p
lull>=llp + w—2)I> " =" lpll* + llu — plI? = lipll?> = llull® - llu - pll?
Projektionen kan ogsa skrives pa en anden made:

? 2 (uv)?

R

((uw,v)?

llvil?

(w,v)

(v,v)

(u,v)
w,v) "
Dette kan igen skrives om til:

(w,v)? = ull?lvli? = llu = pl*lvI? < llull?lv]?
I ovenstaende har vi kun lighed, hvis p = u.

I{w, v)| < [lullllvl

Ipll? = vll* = = llull? = llu — plI?

Bemaerkning Il siger, at hvis u = p sa er u et skalarmultiplum af v - dvs. u og v er linezert afhaengige.

Til sidst en seetning omkring norm:

Seetning trekantsulighed: Hvis Ver et indre produkt rum, sa geelder:
llu + vl < llull + (v
Bevis: Vi prgver at skrive det ud:

lu+vl? =@+v,u+v)=lul®+ W)+ (vu) + llv|?
= [lull® + 2w, v) + [IvII?

Cauchy—-Schwarz

< llull? + 2{lullllvil + llvil?
= (llull + llvID?




10. Ortogonalt komplement og projektion

*  Def. + bemaerkninger
* Direkte sum
* Seetning 5.3.1

Definition: Yer et underrum af R". Meengden af alle vektorer i R" som er ortogonale pa enhver vektor i
Ynoteres Y. Dvs.

Yt={xeR"xTy =0 foralle y€eY}

Denne maengde kaldes for ortogonalkomplementet af ¥.

Der er nogle forskellige egenskaber ved ortogonalkomplementer:

1. XnY = {0} hvis Xog Ubegge er ortogonale underrum til R"
Hvisx EXNYogX LYsderx"x =0ogdermederx =0

2. Hvis Yer et underrum til R” s er Y ogsé et underrum til R"
Tjekke lukkethedsegenskaber for underrum.

3. SHt=s

4. dimS +dimSt=n

Definition: Hvis J/og Ver underrum af et vektorrum Wog alle w € W kan skrives uniktsom en sum u +
v,hvoru € U ogv € V sd er Wen direkte sum af Jog Vog vi skriver: W =U @V

Lemma 5.2.2: Hvis {xy, ..., x,.} er basis for Sog {x,,1, ..., X, } er basis for %, s er {xq, ..., Xy, Xy 41, .-, X}
basis for R™

Saetning 5.2.3: Hvis Ser et underrum af R™, s3 kan vi skrive: R® = S @ S+
Bevis: Hvis S = {0} eller S = R" er resultatet trivielt.
Vi siger {x,, ..., x,} er en basis for Sog {x,,1, ..., X, } er en basis for S*. S& kan vi skrive x € R™:
X=Cx1+ -+ X+ Crp1Xppq + 0+ Xy
S& skriver vi u = ¢;x; + -+ + ¢, X, 0g S& u €S og Vi skriver v = ¢y 1Xppq + -+ + CpX, 0g S& vV € St
Dermed har vi, at x = u + v. Vi skal vise, at dette geelder entydigt, antager vi:
x=u+v ,uves, vest
Sa har vi tydeligt, at
ut+tv=u+v' ssu—-u =v' —-v
Sderu—u' €Sogv' —v €St Dvs.
u—u =v' —vesnsSt={0}

Dermederu—u' =v' —v=0o0gu=u"ogv ="

Seetning 5.3.1: Lad Svaere et underrum af R™ og b € R™. Da er projektionen p af b pd Sdet nzermeste
punkt til i S

[Ib=yl|>[lb-pl|, vy#peS
per unikt. Ydermere geelder det, at pkun vil vaere teettest pa b, hvis ogkun hvisb —p € S+
Bevis: =: Vived R™ = S @ S, sd vi kan skrive b = p + z, hvor z € S+. Vi kan s skrive:
2 2
[1b=y1|" =[I(b=p) + (@~
Dab—y € Sogh—p=zE€ St sikan vibruge Pythagoras:
2 2 2
[Ib=y1|" = [Ib=pl|" +|Ip - yl|
Da y # p har vi heraf, at




|16 = yI| > [Ib = pl|
&: S4, hvis vi veelger et ¢ € Sog b — q ¢ S+, s& da q # p harvi at ¢ = y. Da yer alle elementer i S, som
ikke er p, har viigen: ||b — q|| > ||b — p||




11. Ortogonale og ortonormale baser

¢ Definition
e Lemmab5.5.7
e Gram-Schmidt

Fgrst vil vi definere nogle grundbegreber til senere brug:

Definition: Vektorerne vy, ..., v, danner en basis for vektorrummet V'hvis og kun hvis:
() vy, ..., vy erlinuafh.
(ii) v4, ..., v, udspaenderV
En maengde vektorer fra Ver ortonormale, hvis de er:
- ortogonale pé hinanden: (v;, v;) = 0,1 # j
- enhedsvektorer.

Vi har s3, at en maengde af vektorer er ortonormale, hvis:

1,i=j
ww) =8y ={y " {2

Herudover er maengden en ortonormal basis, hvis vektorerne er linezert uathaengige og udspaender V.

Vi vil gerne vise og bevise Gram-Schmidt, men fgrst vil vi vise fglgende saetninger, der bruges i beviset
for Gram-Schmidt.

Lemma 5.5.7: Lad S vare et underrum af det indre-produkt rum V. Lad x € V og {x4, ..., x,} veere en
ortonormal basis for S.p € S er projektionen af xpa .S. Sa geelder:

n
p—x€eSterp =Z(x,xi)xl-
i=1

Bevis: Da p € S kan vi skrive: p = ¢;x; + -+ cpxp. Ifglge 5.5.2, kan vi skrive: p = Y%, cix; ,¢; =
(p, x;). For alle s € S har vi sé:
p—xeSte(sp—x)=0
S (X1 + -+ cpxy,p—x) =0 , c;skalar
© 1 (x,p—x)+ -+ cplxy,p—x) =0, ¢; skalar
S(xup-x)=0, i=1.,n
e (x,p) = (x,x) , i=1,..,n
e px)=(x) , i=1.,n

n
Sp= Z(x,xi)xi
i=1

Nu vil vi vise Gram-Schmidt, som bruges til at danne en ortonormal basis ud fra en anden basis.
Processen gar ud p3, at man fgrst ggr de enkelte vektorer i basen til enhedsvektorer, og derefter retter
man dem op med projektion.

Saetning 5.6.1 (Gram-Schmidt): Lad {x4, ..., x,,} veere en basis til det indre produkt rum V. Lad

()
U =|——|x
BN Ve

og definer u,, ..., u,, rekursivt:
1

lxk+1 — Pl

hvor vi har defineret projektionen af x;.; pa Span(uy, ..., ug):

Ug+1 = (xk+1 —pk) , k=1,..,n—1

Pk = (X1, Uy + -+ (X g, Up Uy




Sa er {u4, ..., u, } en ortonormal basis for Span(xy, ..., x;). Mengden {u, ..., u, } er en ortonormal basis
for V.

Bevis: Basis: Det ses tydeligt, at det geelder for Span(u,) = Span(x;).

[H: Vi siger det gaelder for k, sa der er konstrueret en maengde {u, ..., u,} som er ortonormal for S), og
vi har:

Span(uy, ..., uy) = Span(xy, .., x,) =S, , k<n
Induktionsskridt: k + 1.

pi er projektionen af x4 pa Si. Sa skriver vi (jf. 5.5.7):

k
Pl = (e 0t + o+ (e = D (e, iy
=1

1) Farst skal vi vise, at X1 — Py, er lin. uafh. og ikke-nul.
Da p, € Si kan vi skrive p;, som en linear kombination af x4, ..., x:
P = C1Xq + -+ + Cpxy
Vi kigger sa pa:
Xk+1 — Pk = Xp41 — C1X1p — "~ Cp Xy
Og vi har her, at X3, — Px € Sk+1 0g da x4, ..., X471 er lineaert uathengig da {x,, ..., x,,} er en basis, s
giver ovenstaende ligning ikke-nul: x,; — px # 0 (da den har en ikke-nul skalar).

2) Saskal vivise, atx,,1 —pr L u; ,i=1,..., k (etkrav for ONB):
Lemma 5.5.7 fortaeller, at x;,; — px € Si pga. def. af p; og dermed er
Xps1—Pr Ly , =1,k
3) Til sidst skal vi vise, at vi kan danne en ny enhedsvektor ud fra xy,1 — py:
Hvis vi nu siger, at:
Xk+1 — Pk
ll+1 = Pl

Sa er {uq, ..., Ux41} ortonormal (enhedsvektorer og ortogonale pa hinanden) og indeholdt i Si,;. Da
Uy, ..., Ug4q er lineeert uathaengige, sa udggr de en ortonormal basis for Sy, ;.

Ug+1 =




12. Ortogonale og unitaere matricer

* Def. Ortogonal matrix
* Seetning 5.5.5

*  Def. Uniteer matrix

* Schurs sztning

Fgrst vil vi definere nogle grundbegreber til senere brug:

Definition: En maengde vektorer er ortonormale, hvis de er:
- ortogonale pé hinanden: (v;, v;) =0 ,i # j
- enhedsvektorer.

Vi har s3, at en maengde af vektorer er ortonormale, hvis:

1, i=j
wwy =8y =y " 157

Nu vil vi definere ortogonal matricer:

Definition: En n X n matrix er en ortogonal matrix, hvis sgjlevektorerne udggr en ortonormal maengde i
R™.

Og en lille seetning:

Saetning 5.5.5: En n X n-matrix Qer ortogonal & Q7Q =1
Bevis: Det fglger af definitionerne, at @kun er ortogonal, hvis og kun hvis
QiTq]' = (%Qj) = 5ij
Altsa, at ovenstdende kun giver 1, hvis i =j. Da qiqu ogsa er den (i,j)'te indgang i QTQ, ma alle

diagonalindgangene veere 1, og vi har Q7Q = I.

Uniteere matricer er stort set det samme, bare i det komplekse rum C".

Definition: En n X n matrix er en unitaer matrix, hvis sgjlevektorerne udggr en ortonormal mangde i
C™. Hvis Uer uniteer geelder UFU = I.

Nar vi taler om komplekse matricer, er der nogle forskellige operationer og definitioner, som er
nyttige.

Fgrst og fremmest har vi, at hvis vi kompleks konjugerer og transponerer en matrix noteres det
sdledes (med de folgende regneregler, som ligner transponeringsregnereglerne meget):

T = MH
(AMH =4

(aA + BB)H = @At + BBH
(AC)H = cHAH

Til sidst, siger vi, at en matrix er hermitisk, hvis M = M# (ligesom symmetriske matricer i R)

Seatning 6.4.3 (Schurs satning): For hver n X n-matrix 4 eksisterer der en uniter matrix Usaledes, at
UH AU er gvre trianguleer (noteret 7).

Bevis: Vi inducerer pa n.
Basis:n = 1. Abenlyst korrekt.
IH:Vi antager at det geelder for en k X k-matrix.

Induktionsskridt:n = k + 1. Sa vi kigger pa en (k + 1) X (k + 1)-matrix A. Vi siger, at A; er egenveerdi
til A med tilhgrende enhedsegenvektor w;.




Vi bruger Gram-Schmidt til at finde w, ..., wy,, saledes at {w;, ..., w41} er en ortonormal basis for
Ck+1, S3 lader vi W vaere matricen bestiende af w; ,i=1,..,k+1 som sgjlevektorer. Dermed
opfylder Wdefinitionen for en uniteer matrix.

Farste sgjle i WH AW er sa:
WHAW]_ = /11WHW1 = 1161
(da eq er fgrste sgjle i identitsmatricen)

Sa ser vi p4, hvordan WHAW ser ud:

Aq | XXXXX
whaw = [ 0|

0| M

0|

Hvor Mer en k X k-matrix. Vores IH siger, at saetningen gelder for M, sd vi har en uniter matrix V;
saledes at VMV, = T, hvor T, er gvre triangulr. S& definerer vi:

/1|ooooooo\
y={0l
Wit
0|

Ver uniteer. S3 prgver vi at gange hhv. V7 og I/'pa den fgrste matrix:

1|0000000\ A1 | xxxxx\ /1]0000000 A | xxxxx\
viwhiawy =| 01 0| 0| _jor

0] ¥ 0| M 0] 1 0| vimy,

0| / 0| 01 \0 I /

/11|XXXXX\
Wit
0|
Da VEWHAWY = (WV)2 AWV satter vi U = WV og ser om Uer uniteer:
UHY = (WYV)HWV = VEWHWY = [




13. Uniteer diagonalisering

*  Def. Uniteer matrix
*  Schurs sztning
* Spektralsetningen

Definition: En n X n matrix er en unitaer matrix, hvis sgjlevektorerne udggr en ortonormal mangde i
C™. Hvis Uer uniter gelder U'U =T ogU™1 = 1Ut = UHyUu-t = Ut
En maengde af vektorer {u,, ..., u,} er ortonormale, hvis:

1,i=j
wowy =8y ={y " 127

Nar vi taler om komplekse matricer, er der nogle forskellige operationer og definitioner, som er
nyttige.

Fgrst og fremmest har vi, at hvis vi kompleks konjugerer og transponerer en matrix noteres det
sdledes (med de fglgende regneregler, som ligner transponeringsregnereglerne meget):

MT = MH
(AMH =4

(aA + BB)H = @At + BBH
(AO)H = cHAH

Til sidst, siger vi, at en matrix er hermitisk, hvis M = M# (ligesom symmetriske matricer i R)

Seaetning 6.4.3 (Schurs satning): For hver n X n-matrix 4 eksisterer der en uniter matrix Usaledes, at
UH AU er gvre triangulaer (noteret 7).

Bevis: Vi inducerer pa n.
Basis:n = 1. Abenlyst korrekt.
IH:Vi antager at det geelder for en k X k-matrix.

Induktionsskridt:n = k + 1. Sa vi kigger pa en (k + 1) X (k + 1)-matrix A. Vi siger, at A, er egenverdi
til A med tilhgrende enhedsegenvektor w;.

Vi bruger Gram-Schmidt til at finde w, ..., wy,, saledes at {w;, ..., w41} er en ortonormal basis for
Ck*1, S3 lader vi W veaere matricen bestdende af w; ,i =1,..,k +1 som sgjlevektorer. Dermed
opfylder Wdefinitionen for en uniteer matrix.

Farste sgjle i WH AW er sa:
WHAW]_ = /11WHW1 = /1161
(da e er farste sgjle i identitsmatricen)

Sa ser vi p4, hvordan WHAW ser ud:

//11| ><><><><><\

whaw = 0|
HEN
0]

Hvor Mer en k X k-matrix. Vores IH siger, at seetningen geelder for A sa vi har en uniter matrix V;
saledes at V{IMV, = T, hvor T, er gvre trianguler. S& definerer vi:

/1|0000000\
y={0l
Wit
0|

Ver uniter. S3 prgver vi at gange hhv. V¥ og V'pa den fgrste matrix:




110000000 //11 | ><><><><><\ /1 | 0000000\ Ap | XXXXX
0| V¥ \0| M /\o | v, 0| VEMY,
0| 0 | 0| 0 |

A | XXXXX

0| T,

0|

Da VEWHAWY = (WV)2 AWV satter vi U = WV og ser om Uer uniter:
UHY = (W)WY = VEWHWY = [

Faktoriseringen A = UTU" kaldes Schur... Hvis 4 er hermitisk, sa vil Tvare en diagonalmatrix.

Satning 6.4.4 (spektral satningen): Hvis A er hermitisk sd eksisterer der en uniteer matrix J, som
diagonaliserer A.

Bevis: Vi ved fra beviset fgr, at der findes en uniter matrix U siledes at UYAU =T, hvor T er gvre
trianguleer. Vi kigger pa 7t
TH = (UPADH = UHAR(UNHE = UHAU =T

Da Ter gvre trianguleer og hermitisk, md den ogsa veere diagonal (da man transponerer indgangene).

t11 - tin t;y - O
T=(: ™~ & |=TH= 1 -
0 - tan tin  tan




14. Kvadratiske former

e Def.
* Satning 6.6.1
*  Definit

* Setning 6.6.2

Til hver kvadratisk ligning, kan der associeres en vektorfunktion f(x) = xTAx, som kaldes den
kvadratiske form. Bruges specielt i optimeringsteori.

Definition: En kvadratisk ligning med to variabler xog y’kan skrives pa formen:
ax?+2bxy+cy* +dx+ey+f =0

Dette kan skrives pa matrixform:
(G ) ra@al)er=c
Hvis vi sa siger, A = (Z i) ogx = (;) sa kaldes:

xTAx = ax?® + 2bxy + cy?

den kvadratiske form tilhgrende den kvadratiske ligning.

Korollar 6.4.5: Hvis 4 er en reel symmetrisk matrix, dvs. A = AT, s& eksisterer der en ortogonal matrix
Q, som diagonaliserer 4, sdledes at QT AQ = D, hvor Der diagonal.

2 n

Givet en kvadratisk ligning kan vi overseatte og rotere den, sa vi far den pa
generelle n-dimensionelle tilfzelde kan den kvadratiske form altid overseettes til en mere simpel
diagonal form:

standard form”. For det

Saetning 6.6.1: Hvis 4 er en reel symmetrisk n X n-matrix, sd kan vi skifte variabler til u = QT x s8ledes
at xTAx = uT Du hvor Der en diagonalmatrix.

Bevis: Korollar 6.4.5 siger, at til en reel symmetrisk matrix 4, findes der en ortogonalmatrix, som
diagonaliserer 4: QTAQ = D.

Hvisu = QTx,sderQu = QQTx = x = QuogxT = uTQT

Vi tager den kvadratiske form, og indsaetter ovenstaende:

xTAx =uTQTAQu = u"Du

[ forbindelse med optimering af funktioner med flere variabler, ved vi, hvis funktionen er en
kvadratisk form, sa er det kritiske punkt 0. Om dette er maks., min. eller saddelpunkt afthaenger af
egenverdierne.

Hvis vi kigger pa de kvadratiske former, sa siger vi, at en f(x) har globalt minimum i 0, hvis og kun
hvis xTAx > 0 , Vx # 0. Vi siger ogs4, at f(x) har globalt maximum i 0, hvis og kun hvis xT4x <
0 , Vx # 0.Hvis xT Ax skifter fortegn, er det et saddelpunkt. Generelt har vi fglgende definition:

Definition: Vi siger, at en kvadratisk form f(x) = x” Ax er definit, hvis den for forskellige x ikke skifter
fortegn. En reel symmetrisk matrix 4

er positiv definit, hvis xTAx > 0 , Vx # 0

er negativ definit, hvis xTAx <0 , Vx # 0

er ikke-definit, hvis der er fortegnskift for forskellig x
er postiv semi-definit, hvis xTAx >0 , vx #0

er negativ semi-definit, hvis xTAx <0 , Vx # 0

Hvis A er invertibel sa er 0 det eneste stationaere punkt. Jf. definition og teksten fgr, har vi sa nu, at hvis
en kvadratisk form er positiv definit er det et globalt minimum, hvis den er negativ definit er det et




globalt maksimum og hvis den er ikke-definit er det et saddel-punkt. For at finde ud af, hvad et punkt
er, ma vi altsa finde ud af, hvad matricen er. Her er nzeste saetning nyttig:

Setning 6.6.2: 4 er en reel symmetrisk n X n-matrix, sa er 4 positiv definit, hvis og kun hvis alle A4’s
egenveerdier er positive.

Bevis: =: Hvis A er positiv definit og 1 er en egenvaerdi til 4, sa for en egenvektor xtilhgrende A:
xTAx = AxTx = A|x||?

Dermed har vi:

_ xTAx

xlZ

Og alle egenveerdier er positive.

A >0

&: Hvis alle egenverdier for A er positive, sa lader vi {x,,...,x,} veere en ortonormal maengde af

egenvektorer for A. Hvis xer en ikke-nul vektor, sa kan vi skrive den som en linear kombination:
X =o1x; + -+ apxy,
— T — n 2 _ 2
Hvora; =x" , =1,..,n L@ =|lxlI*>0
Hvis vi sa kigger pa den kvadratiske form:

xTAx = (agxq + - + apx)T (@ A1 + - + apdnxy,)

n
= (@)P 2]y + o (@) bt = D (@)%,
i=1

> (minA)||x||* > 0

Og dermed er A4 positiv definit.




15. Lineeere differentialligninger

* Lgsninger
* Begyndelsesveerdiproblemet
* Putzers algoritme

Vi betragter fgrst et linezert differentialligningssystem:

yi = anuyi+-+ agmdn
Yo = Auyit ot QG

Hvor y;(t) = f;(t) er en kontinuert funktion. Dette system kan skrives mere simpelt op pa formen:
Y =AY

Hvor Y’og Yer vektorfunktioner af tog A er en n X n-matrix.

For det simple tilfelde n = 1: y’ = ay, har vi Igsningen y(t) = ce® , hvor cer en konstant.

En generel lgsning for n > 1 med egenvaerdier og egenvektorer for 4 er:
Y = : =eMx |, hvor x er en vektor

For at se om dette er en lgsning, differentierer vi det:
Y =2eMx =2y

Hvis vi siger, at A er en egenveerdi til 4 med tilhgrende egenvektor x; sa har vi:
AY = eMAx = AeMx =¥ =V’

Dermed har vi vist, at Y = e**x er en Igsning til differentialligningssystemet.

Hvis vi siger, at Y (t) er en lgsning, sa skal den have en bestemt veerdi ¥, for t = 0, sa siger en saetning,
at begyndelsesvaerdiproblemetvil have en unik lgsning.

Y =4Y , Y(0) =Y,
En mdde at lgse disse problemer pa er med matrixeksponentialet. For n = 1 har vi igen, at lgsningen er
pa formen:

y=e%y, , y(0) =y

Dette generaliserer vi igen til n > 1 og prgver at indsatte e*4 i ovenstdende lgsning:

Y(t) = ety, , Y(0) = ey, =1Y, =Y,
Vi kan tjekke om det er en lgsning ved at differentiere den, og se om den giver differentialligningen.
Bemeerk, at%em = Aet4:

Y' = Aetdy, = AY

Generelt er det nemt at finde lgsninger til differentialligningssystemer, hvis bare 4 er diagonaliserbar:
Y = ety, = XePXx "1y,
Hvor D er diagonalmatrixen, og X er diagonaliseringsmatrixen. S3 handler det blot om at finde

egenveerdier og egenvektorer for A. Hvis ikke A er diagonaliserbar, bruger vi Putzers algoritme til at
finde matrixeksponetialet e*4:

Satning (Putzers algoritme): A er en n X n-matrix i det komplekse rum med A4, ..., 1,, egenveerdier. Sa
lader vi
k

Py=1, Pk=1_[(A—/1j1) , k=1,..,n

j=1

Vi definerer sa:




n—1

Q) = Z Tie+1(E) Py
k=0

Hvor r;(t) = e*1t og

t
1. (t) = e)‘ktf e MSr_,(s)ds , k=2,..,n
0

Sé gelder der,at Q(0) =1 0g Q'(t) = AQ(t) = Q(t)A.

Bevis: Fgrst ser vi pa rog @ hvis t = 0 indsaettes:

0
rn(0)=eM"=1 |, r(0) = e’lkof e MSr_1(s)ds =0
0

n—1 n-1
Q0) = Y 11 (0P, =1y (OPy + ) 12 (VP = 1P +0 = Py = I
k=0 k=1

Det er Kklart, at 4 kommuterer med (A — A;1): A(A — A;1) = (A — A;1)A. Dermed kommuterer A ogsa
med Py, ..., P,_; og sa med Q(t) dvs.: AQ(t) = Q(t)A.
Sa kigger vi pa k > 1. Vi starter med at differentiere r:

t
e (t) = Akelktf e Sy _y (s)ds + etete Mty (£) = A (8) + 1y (0)
0

Vi definerer ry(t) = 0, sa geelder dette ogsa for k = 1.

Herefter differentierer vi ¢

n-1 n-1
QO = 11O = D (eraTien (O + ()P
k=0 k=0
Til sidst skal vi se, om Q'(t) = AQ(t), s vi traekker hgjresiden fra venstresiden og ser om det giver 0:
n—1 n-1
Q') = 40® = ) (Aeratiers () +1e(O)Pe = 4 Y 1 (P
k=0 k=0
n-1

= > GueraTess O + 1Py = A1 (OP)

k=0
her skal vi have det karakteristiske pol frem (A—2Ay411)
sa vi rykker rundt pa leddene og satter uden for ( )

n-1
= D T (OA = DesaDP + 1 (OP)
k=0
n-1
= 2(_Tk+l<t)pk+l +1(DP) ()
k=0
= _rn(t)Pn

=0
(*) Her aeder leddene hinanden saledes, at vi ender med:
= (—r ()P + 1o () Py) + (=12 (OP + 11 (OPy) + -+ + (=11 (O Pp—1 + T2 (O Pr—2)
+ (_rn(t)Pn + rn—l(t)Pn—l)

= -1, ()P,
Ved sidste lighedstegn bruger vi Cayley-Hamilton-szetningen, da
Py = pa(4) =0

Q(t) er den differentiable matrixfunktion, der opfylder exp(0A) = I og exp(tA)’ = A exp(tA). Dermed
kan vi bruge Q(t) til at lgse differentialligninger med.




16. Markovprocesser

* Definition

* Satning 6.3.3

* Dominerende egeveerdi
* Satning 6.3.4

Definition: En stokastisk proces en sekvens af eksperimenter, hvor udfaldet afhzenger af
sandsynlighed. En Markovproces er en stokastisk proces, der opfylder fglgende:

[.  Maengden af mulige udfald er endelig.
II. Sandsynligheden for naeste udfald afheenger udelukkende af det foregaende.
[II. Sandsynlighederne er konstante over tid.

En Markovkade bestar af en raekke tilstandsvektorer x,, ..., x,, som ogsa er sandsynlighedsvektorer,
hvor x, kaldes startvektoren. 4 er en n X n-matrix, som vi kalder transitionsmatrixen (stokastisk
matrix) for Markovprocessen. Vi har sa

Xog, X1 = Axo ,y X = Ax1 T

Dvs. mere generelt: x,, = Ax,,_;

En matrix er stokastisk, hvis indgangene er ikke-negative og summen af sgjlerne er 1. Sa er sgjlerne
ogsa sandsynlighedsvektorer.

Setning 6.3.3: Hvis A er en stokastisk matrix, x, € R" er en sandsynlighedsvektor. Vi definerer
k—co

xx = A¥xy ,k = 1, ..., og vi antager x;, — x (Markovkaden konvergerer mod x). Sa gelder der om
den stabile tilstandsvektor x:

(D) xer en sandsynlighedsvektor (ikke-negative indgange, som summer op til 1).
(ii) Ay = 1 er en egenveerdi til 4 og xer en egenveerdi tilhgrende 1;.

Bevis for (i): Da x}, er en sandsynlighedsvektor geaelder det fglgende:
Hvis (x); er /te indgang i x og (x;); er /te indgang i x;, sa har vi: (x); = limy(x);. Da (x;); = 0 er
(x); = 0, og xhar altsa ikke-negative indgange. Vi kontrollere om indgangene for xsummer op til 1:
eTx =el (;P_I)Elo xk) = lim elx, = Jim e (Akx,)
da A¥ bestar af ss—vektorer

= lim (eT4%)x, = lim e

k—oo k— oo

Txg=1lim1=1
k—oo

Hvore” = (1, ...,1).

def t
Bevis for (ii): Ax = A(limg_ e x3) = limg00 Axge = limp00 Xg41 =" x

Der eksisterer altid en stabil tilstandsvektor, hvis 1; = 1 er en dominerende egenvaerdi til 4. Den er
dominerende, hvis |Aj| < |A4| ,i=2,..,n. Vihusker pa at alle indgange i 4 er positive.

Setning 6.3.4: Hvis 4; = 1 er en dominerende egenveerdi til 4, sa vil Markovkaeden med transitionen 4
konvergere mod en stabil tilstandsvektor.

Bevis: Nar A er diagonaliserbar, sa er y; en egenvektor tilhgrende 4; = 1 oglad Y = (y4, ..., y,) veere

1 - 0
den matrix, der diagonaliserer A4. Vi definerer E = < ) € Mat,
0 - 0
/111< 0\ e
pk=|: -~ i |—E
0 - ,15

Hvis s& x, er startsandsynlighedsvektoren og ¢ = Y "1x,, sd er:

k—oo
xp = A¥xy = YD*Y"1x, = YD¥c— YEc = Y(cye;) = 1y
Sa c;y; er den stabile tilstandsvektor til Markovkaeden. Dette passer jo ogsa fint med, at y; er en
egenvektor tilhgrende 4, (c; er jo bare en skalar).




