1. Lgsninger og mindste kvadraters lgsninger af lineaere ligningssystemer
* Ligningssystem
* Underdeterminerede (satn. 1.2.1)
* Overdeterminerede (satn. 5.3.1)

Vi har mlinezere ligninger og kan opstille fglgende ligningssystem:

a11x1 + -+ alnxn = bl

a,,;lxl + ot ApnXp = .bn
Sa kan vi opstille det pd matrixform:
Ax=1Db
Med Igsning pa formen ¢ = (cy, ..., ¢,)T som sattes ind p& Xernes plads. Maden vi finder lgsningen pa
er ved at endre den udvidede matrix [A|b] vha. reekkeoperationerne:
R; & R; R; — sR; R; = R; + tR;
Vi har sd et lemma, der siger, at lgsningsmaengden til to systemer er ens, hvis de to systemer er ens -
og de to systemer er raekkeaekvivalente: [A|b]~[B|c] sa har Ax = b og Bx = c ens lgsningsmengde.
Vi skal finde [B|c] sa lgsninger er nemme at skrive ned. Vi indfgrer REF:
1. Enraekke med O’er ligger under alle andre.
2. Den fgrste ikke-nul indgang i en raekke er 1 og ligger i sgjlen til hgjre for fgrste ikke-nul adgang

i reekken ovenfor.
3. RREF: alle andre indgange i en sgjle med pivot er 0.

Sa har vi underdeterminerede systemer, som er ligningssystemer med flere ubekendte end ligninger.

Dvs. n > m. Generelt er underdeterminerede systemer konsistente - dvs. der findes altid mindst én
lgsning. Men der kan veere tilfzelde, hvor de vil veere inkonsistente - fx hvis RREF har to nulraekker.

Saetning 1.2.1: Et m X n homogent ligningssystem har en ikke-triviel lgsning, hvisn > m.

Bevis: Et homogent system er altid konsistent (da. b = 0 - der vil altid veere den trivielle lgsning x =
0).

Ydermere ma systemet have maks. m ikke-nulraekker = maks. m pivot’er.

Da der er nvariabler ma der altsa veere mindst én eller flere frie variabler, som er arbitreere - og for
enhver arbitrzer veerdi er der en lgsning.

Herudover har vi ogsa overdeterminerede ligningssystemer, hvor vi har flere ligninger en ubekendte
(m > n). Her taler vi om at ligningssystemerne ofte er inkonsistente. Vi kan dog tilneerme os en
lgsning. Igen har vi samme ligningssystem som fra starten, og definerer sa residualet:

r(x)=b—Ax , A€ Maty,,(F) , beR™ , xeR"
Sierx € R",sa ||r(3?)||2 er mindst mulig en mindste kvadrates lgsning. Afstanden mellem b og Axer
ligeledes givet ved:

|1 COl| = 11b — Ax]]|

Hvis X er en lgsning til Ax= bogp = AX sd er p den vektor i sgjlerummet for 4 som er tettest pa b. Vi
vil med fglgende szaetning vise at p findes og er unik!

Seetning 5.3.1: Lad Sveere et underrum af R™. For hvert b € R™ findes en unik projektion paf bpd §
det neermeste punkt pa bi S

[Ib=yl|>|lb-pl|, vy£pES
Ydermere galder det, at pkun vil vaere taettest pa b, hvis og kun hvish —p € S+

Bevis: =: Vived R™ = S @ S+, s& vi kan skrive b = p + z, hvor z € S. Vi kan s skrive:




2 2
16 =yII" =it —p) + @ =P
Dab—y € Sogh—p=zE€ St sikan vibruge Pythagoras:

2 2 2
|16 = 1|" = [Ib=pl|" + [Ip = |
Da p # y har vi heraf, at
|16 = yl| > [Ib - pl|

&: S4, hvis vi veelger et ¢ € Sog b — q ¢ S+, s& da q # p harviat ¢ = y. Da yer alle elementer i S, som
ikke er p, har viigen: ||b — q|| > ||b — p||




