2. Vektorrum og underrum

* Aksiomer

* Egenskaber

*  Underrum

* Setning 3.2.1

Definition: En maengde Vudstyret med en addition (u + v € V) og skalarmultiplikation (av € V). Sa
kaldes Vet vektorrum, hvis fglgende aksiomer er opfyldt:

A1:Vx,yeV: x+y=y+x (kommutativ)

A2:Vx,y,z€V: x+(y+2)=((x+y)+z (associativ)

A3:30€V: x+0=x (eksistens af neutral element)

A4:Vx eV,3—-x€V:x+ (—x) =0 (additiv invers)
Si:VaeF,x,yeV: a(x+y) =ax+ay

S2:Va,B EF,x €V:(a+ B)x =ax+ fx (2distributive egenskaber)
§$3:vVa,B EF,x €V:(af)x = a(fx)

$4:1-x =x (1eretneutralt element for skalarmultiplikation)

Herudover har vi nogle flere egenskaber ved vektorrum:

Satning 3.1.1: Ver et vektorrum og x er et elementi V sa gaelder:

(MDHOo-x=0
(2)x+y=0sdy=—x (—xerenentydig additiv invers til x)
3) (Dx=-x

Bevis:

(1)x5=41x=(1+0)x5=21x+0x5=4x+0x

brug x fra oven

0=—x+x = —x+(x+0x)A=2(—x+x)+Ox

—0+0x 2 0x+02 0x

b +y=0
(2)—xA=3—x+O g —x+(x+y)A=2(—x+x)+y=0+yA=1y+0A=3y

€h)
(3)0 = 0x=(1+(-D)x = 1x + (-Dx = x + (-Dx
Vi bruger sa (2) til at indse, at der ma geelde: x + (—=1)x = 0sder (—1)x = —x

Vi har ogsd underrum, som er defineret ved:

Definition: En ikke-tom delmangde Saf et vektorrum V'kaldes et underrum, hvis fglgende geelder:
Cl:vxeV,ae€F:. axe€S
C2:Vx,yeV: x+y€ES

C1 og (2 er ogsa lukkethedsegenskaber for vektor.

Vi definerer et span:

Definition: Lad vy, ..., v, veere vektorer i et vektorrum V.
En linear kombination er en sum pa formen a;v; + -- + a, vy, hvor «; er skalarer.

Mangden af alle linear kombinationer af vy, ..., v, kaldes span for vy, ..., v,, = Span(vy, ..., v,)-

Vi vil nu bevise, at et span er et underrum af V.

Seetning 3.2.1: Hvis vy, ..., v, er elementer i et vektorrum V, sa er Span(vy, ..., v,,) et underrum til V.

Bevis: Vi bruger definitionen pa et underrum. Hvis v = ayv; + -+ + a, v, er et arbitreert element i
Span(vy, ..., vy) og S er en skalar:




s1
CL: v = B(ayvy + -+ apvy) = (Bay)vy + -+ (Bay) vy € Span(vy, ..., vpn)
Nu definerer viw = vy + -+ + S, vp.
s
C:v+w= (v, + -+ ayv) + (v + -+ apvy) = (ay + vy + -+ (ap + L), €
Span(v4, ..., vy)

Dermed er Span(vy, ..., v,) et underrum af V.




