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Definition: Vektorerne v, ... v, i et vektorrum Ver lineaert uathaengige, hvis

v+ o+, =0=2¢=0,..,¢, =0

Vi har et lemma, vi bruger til beviset senere:

Lemma 1.4.2: Aer en n X n matrix, sa geelder:
i) Aerinvertibel
ii) Det homogene ligningssystem Ax = 0= x =0

iii) A er reekkeaekvivalent til /

Folgende saetning forteeller os, at hvis sgjlerne i en matrix er linesert uatheengige, sd er matrixen
invertibel.

Seetning 3.3.1: Lad x4, ..., x, € R 0g X = (xy, ..., Xp)- X1, ..., Xp linuafh. & X er invertibel.
Bevis: Vi kan skrive ligningen

C1xX1+ -+ cpx, =0
Om til Xc = 0, hvor ¢ = (¢4, ..., )T

Ligningen har kun lgsningen 0, hvis og kun hvis Xer invertibel (jf. seetning, der siger, at 4 inv. & Ax =
0ex=0).

Vi skal bruge en definition...

Definition: {v, ..., v, } udspaendende mangde for V'hvis og kun hvis, hver vektor i I’kan skrives som en
linear kombination af v4, ..., vy,.

...og etlemma...

Lemma 1.2.1: Et m X n homogent ligningssystem har en ikke-triviel lgsning, hvis n > m.

Bevis: Et homogent system er altid konsistent (da. b = 0 - der vil altid veere den trivielle lgsning x =
0).

Ydermere ma systemet have maks. m ikke-nulraekker = maks. m pivot’er.

Da der er nvariabler ma der altsa veere mindst én eller flere frie variabler, som er arbitreere - og for
enhver arbitrzer veerdi er der en lgsning.

...til det sidste bevis:

Seetning 3.4.1: Hvis {v,, ..., v,,} er en udspandende mangde for V, sd vil enhver samling af m vektorer
{uq, ..., uy} 1 Vveere linezere afthaengige nar m > n.
Bevis: Lad uy, ..., u,, veere mvektoreri V. Jf. def. Af udspaendende maengde, kan vi skrive:
n
U = aj v+ + aipvy = 2 a;jvi , i=1..,m
j=1

Vi har en linear kombination, som vi skriver lidt om pa (vi indsaetter ovenstaende pa u;’s plads):
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Nu kigger vi pa ligningssystemet (homogent):

m

Eaijci =0,j=1..,n

i=1
Dette system bestar af mubekendte med nligninger (altsa flere ubekendte end ligninger). Dette
system har en ikke-triviel lgsning (¢, ..., é,,)7. Hvis vi indsaetter denne lgsning i den fgrste linear

kombination (hvor den midterste sum sa er 0):
n

m n
G = ) (Y )y =Y 0y =0
j=1

j=1 \i=1

Sd da ovenstdende giver 0 med en ikke-triviel lgsning, er vektorerne uy, ..., u,, lineaert atheengige.




