4. Basis for vektorrum; koordinatisering

* Definition
* Satning 3.4.1
* Koordinatisering

Definition: Vektorerne vy, ..., v, danner en basis for vektorrummet 'hvis og kun hvis:
() vq, ..., vy erlinuafh.
(ii) v4, ..., v, udspaenderV

Dvs. alle linear kombinationer for vy, ..., v, ligger i Span(vy, ..., vy)-

En meengde {x, ..., x,, } er linezert uafthaengige, hvis og kun hvis c;x; + -+ cp,x, = 0med¢; = 0,i =
1, ..., n. Ellers er de linezert athaengige.

Vi siger at en basis er den minimale maengde vektorer, der skal til for at udspaende et rum.

Definition: {v, ..., v,} udspaendende maengde for I’hvis og kun hvis, enhver vektor i I’kan skrives som
en linear kombination af vy, ..., v,.

For at bevise den naeste sztning, bruger vi desuden ovenstdende definition. Hvis vi i den fglgende
saetning antager, at vektorerne vy, ..., v, er basis for vektorrummet V, sa er de vektorer lineaert
uafhaengige, og setningen siger s, at hvis man har bare 7+ 1 vektorer fra rummet, sa vil de vektorer
veere linezert afthaengige.

Seetning 3.4.1: Hvis {v,, ..., v,,} er en udspandende mangde for V, sd vil enhver samling af m vektorer i
Vveere linezere athaengige. m > n.
Bevis: Lad uy, ..., u,, veere mvektoreri V. Jf. def. Af udspaendende maengde, kan vi skrive:
n
U = ap v+ + appv, = 2 a;jvi , i=1..,m
j=1

Vi har en linear kombination, som vi skriver lidt om pa (vi indsaetter ovenstaende pa u;’s plads):

n n m n
clu1+-~-+cmum=clza1jvj+---+cm2amjvj =Z (of] Zaijvj
j=1 j=1 i=1 j=1

(vi bytter om p& sumtegnene, da kun a;; athaenger af begge)

n m
=Y (D)
j=1 \i=1
Nu kigger vi pa ligningssystemet (homogent):

m

Zaijci =0,j=1,..,n

i=1
Dette system bestar af mubekendte med nligninger (altsa flere ubekendte end ligninger). Dette
system har en ikke-triviel lgsning (¢, ..., é,,)7. Hvis vi indsaetter denne lgsning i den fgrste linear

kombination (hvor den midterste sum sa er 0):
n

m n
G =) (Y )y =Y 0y =0
j=1

j=1 \i=1

Sa da ovenstdende giver 0 med en ikke-triviel lgsning, er vektorerne uy, ..., u,, linezert athaengige.
Herudover kan det ofte vaere nyttigt at skifte fra en basis til en anden. Helt konkret har vi fglgende
definition:




Definition: Lad Vvere et vektorrum, oglad E = [vy, ..., v, ] veere en ordnet basis for V. Et element vfra
Vkan skrives som: v = ¢;v; + ++* + ¢, V,. Sa vi kan associere hver vektor vmed en unik vektor

¢ = (¢, ..., cy)T € R™ Denne vektor kaldes koordinatvektoren til vmht. £og skrives [v]. ¢;’erne
kaldes Vs koordinater relativt til £

Fremgangsméaden for at skifte basis i R:

Fremgangsmade: Vi gnsker at skifte basis fra [vq, v,] til [uy, u,], hvor de begge er ordnede baser for R2.
Hvis vi har en vektor x € R?, sa kan vi skrive den ud fra V:

X =cv+ v, , c=[x]y

Hvor vi antager, vi kender c¢. xgnsker vi sa at skrive ud fra U
x =dyu; +dyu, , d=[xly

Sa vi skal altsa finde disse to skalarer:
diuq + dyuy, = vy + cyvy

Hvis vi siger, atV = (v, v,) og U = (u4,u5), sd har vi:

Ve =Ud
Da Uog Vbestar af basis-vektorer er de linezert uathaengige, og dermed er de to matricer invertible:
d=U"1Vc

Vi siger s3, at S = U~V er transitionsmatrixen. S far vi den nye koordinatvektor for xmht. [u;, u,]
ved at gange den gamle med .




