6. Determinanter

* Definition

* ERO

e Seetning 2.2.2

*  Cramers regel
For alle kvadratiske matricer (n X n) findes der et tal, som vi kalder determinanten. Determinanter
kan bl.a. bruges til at Igse ligningssystemer (specielt ved n > 3).

Definition: For A € Mat, 4, sa er determinanten det(A) = a;;. For n > 1 er determinanten givet ved
det(A) = a11411 + a1pA12 + - + Aphin
(her reekkeudvikling af 1. raeekke). Generelt med reekkeudvikling langs 7te raekke eller sgjleudvikling
langs /te sgijle:
det(4) = a;14i1 + @Ay + - + Apdin
= aqjAyj + ayjAy; + o+ agjdy; , Lj=1,..,n
Aerne (kofaktorerne) er givet ved:
Ajj = (=)™ det (M(A);))
Hvor igen M(A);; er (n — 1) X (n — 1)-matricen, som man far ved at fjerne reekken og sgjlen, som

indgang a;; er i. Dvs. en slags rekursiv definition.

Vi kan sige lidt om determinanten for nogle forskellige matricer:

+ det(4) = det (47)

* det(4) = 0, hvis 4indeholder en nul-raekke eller -sgjle (aekvivalent med to ens rakker eller
sgijler).

* Determinanten er produktet af diagonalelementerne i en trianguleer matrix.

Raekkeoperationer pa en matrix ggr noget forskelligt ved determinanten:

i To reekker ombyttes: det(A) —» —det (4)
ii. En raekke ganges med en ikke-nul skalar: det(4) — adet (4)
iii. Laegge et multiplum af en rackke til en anden: det(4) — det (4)

Som en sidenote til beviset kan det siges, at generelt geelder det(E) # 0 for alle raekkeoperationer.
Ydermere har vi, at det(EA) = det(E) det (4).

Seetning 2.2.2: A € Mat,, er ikke-invertibel & det(4) = 0.
Bevis: Vi kan fa 4 pa RREF ved et endeligt antal raeekkeoperationer. Dvs.
U= EE;_q..E,A
Hvis vi tager determinanten af U
det(U) = det(ExEx_1 ... E;A) = det(Ey) det (Ex_4) ...det (E;)det (4)
Da alle det(E;) # 0 md det(A) = 0 & det(U) = 0. Hvis 4 er invertibel, vil Uhave 1’er pa diagonalen og
det(U) = 1, men da det(U) = 0 ma A vere ikke-invertibel, og Uhar enten nul-raekker og/eller -sgijler.

Som sagt tidligere, kan determinanter ogsa bruges til at beregne Igsninger, til ligningssystemer. Fgrst
definerer vi den adjungerende matrix til brug i Cramers regel.

Definition: Den adjungerende matrix adj A bestar af kofaktorerne for A4 transponeret:

Aj1 Azr o Am
AlTL AZTL b ATLTL

Aog adj A ganget sammen giver determinanten til 4: A(adj A) = det(4) I




Dette kan skrives om til (hvis 4 er invertibel > det(A)#0): A™1 = detl(A) adj A

Cramers regel med bevis:

Seetning 2.3.1: A € Mat,,,,(F) som er invertibel, b € R". S er A; matrix 4 med i'te sgjle skiftet ud med
b. Hvis X er en unik lgsning til Ax = b. Sd er indgangene i X givet ved:
det(4;)
= et(a)
Bevis: Vi kan skrive X op pa fglgende made:

i=12,..,n

defadj A 1
- (————mﬁA)b

L 1 blAll + b2A21 + e + bTLATL].
?=A"1h =
* det(4)

det(A) blAln + bZAZn + ot bnAnn

Og sa er X, altsa givet ved:
5(:\ _ blAli + bzAzi + e + bTLATLi _ det (Al)
g det (4) det (A)




