8. Diagonalisering
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* Bemarkninger

* Seetning 9.2.3

Definition: A € Mat,, ,,(F), € F er en egenveerdi for 4, hvis der findes en ikke-nul-vektor x saledes, at:
Ax = Ax geelder. xkaldes sa for egenvektoren tilhgrende egenverdien A.

En egenveerdi kan have flere egenvektorer, men en egenvektor har kun én egenverdi. For at finde
egenveerdierne for en matrix 4, skal vi finde det karakteristiske polynomium.

Definition: Egenveerdierne for en matrix 4 kan beregnes fra det karakteristiske polynomium (eller
ligning):

p() =det(A—AI) =0
Rgdderne er sa egenveardierne. Typisk siger vi, at en n X n matrix har n egenvaerdier (talt med
multiplicitet).

En lille smule om similaritet.

Definition: En matrix Ber similaer til 4, hvis der findes en invertibel matrix Ssaledes, at:
B =S5"1AS
Saetning 6.1.1: For to simileere matricer 4 og Bgeelder det, at deres karakteristiske polynomium er ens:
pa(A) = pp(d)
Dermed har de to matricer ogsa samme egenverdier.
Bevis:
pg(1) = det(B — AI) = det(S™1AS — AI) = det(S™1(4 — AD)S)
= det(S~1) det(4 — AI) det(S) = pa (1)

Vi kan bruge egenvzeerdier og egenvektorere til at diagonalisere en matrix:

Definition: En n X n matrix er diagonaliserbar, hvis det findes en invertibel matrix X og en diagonal
matrix D, sa:

A=X1DXx

Vi siger s3, at Xdiagonaliserer A.

Fglgende saetning fortzeller os, hvad der skal geelde om egenvektorerne for en matrix A4:

Seetning 6.3.2: En n X n-matrix A4 er diagonaliserbar & nlinezert uathangige egenvektorere for 4.

Bevis: <: Vi antager A4 har de lineaert uathaengige egenvektore x4, ..., x,,, og lader A; veere egenvaerdien
tilhgrende x;. Xer en matrix med x; som j'te sgjlevektor. Vi ved sa: Ax; = 4;x; er den j'te sgjlevektor for

AKX Sa:
AX = (Axq, ... Axy) = (A1 X4, o) AnXy)
A - 0
=(.x1, ...,xn)< . : >=XD
0 - A,
Da Xbestar af nlineaert uathaengige vektorere, er Xinvertibel, og vi har:
XD =AX=>X"1XD=X"1AX=>D =X"1AX
=: Hvis 4 er diagonaliserbar s har vi: A = XDX~! = AX = XD med




A - 0
D:(; )
0 - A,

Hvis vi igen siger, at x4, ..., x,, er sgjlevektorerne for X, sa har vi igen:
Dvs., at x; er egenvektorere tilhgrende A; (til A). Da X var invertibel, bestdr den af n lineeert

uafheengige sgjlevektorere - dvs. A har nlinezrt uathangige egenvektorere.

[ forbindelse med beviset kan vi nu opsummere nogle ting:

1. Hvis A4 er diagonaliserbar, er sgjlevektorerne i diagonaliseringmatricen X egenvektorerne for
A, og diagonalelementerne i Der egenvaerdierne for A.

2. Hvis en n X n-matrix 4 har n forskellige egenvaerdier er den diagonaliserbar. Hvis ikke, sa er
den kun diagonaliserbar, hvis alle egenvektorerne er linezert uafthaengige.

3. Hvis Aer diagonaliserbar, kan vi faktorisere A = XDX 1.

Til sidst vil vi vise, at det er nemmere at tage K'te potens af en diagonaliserbar matrix:

Setning 9.2.3: A4 er diagonaliserbar, x4,..,x er en basis bestdende af egenvektorerne for 4 med
tilsvarende egenverdier 44, ..., 1,,. Sa gelder der, at:
1. A*(cyxg + -+ cpxy) = A%y + - + e Ak x,
2. Visiger X = (x4, ..., X,), sd er den K'te potens af 4 det samme som:
/1]1{ e 0
Ac=x(: -~ ¢ |xt
o - Alfl
Bevis: ad 1) For k € N:
AR (cyxy + -+ cpxy) = 1A%y + -+ AR, = ¢ AR xy + -+ AR x,
Jf. definition pa egenvaerdi og -vektor.

ad 2) Ligningen fra 1. kan skrives om til matrixform:

cq Ak o0 cq
Ax| i) =x: :
Cn o - A’fl Cn

Vi fjerner bare cerne:

Ak o0 A0
Ax=x: =~ 1 |=24k=x|: -~ : |Xx1
o - Alfl o - ,wl

Xer invertibel, da den bestar af uathaengige sgjlevektorer.




