9. Indre Produkt

* Def. Indre produkt og norm

* Setning 5.4.1 (Pythagoras)

* Def. vektorprojektion

*  Seaetning 5.4.2 (Cauchy-Schwarz’ ulighed)
* Seetning ---

Definition: Et indre produkt pa et vektorrum, er en operation, der tildeler et reelt tal (x, y) til hvert par
af vektorer xog y. Fglgende regler skal overholdes:

i. (x,x)=0 , lighed ©x=0
ii. (x,y)=(,x) , Vx,yeEV
iii. (ax + By, z) = a{x,z) + f{y,z) , Vx,y,z€V og Va,f

Et vektorrum med et indre produkt kaldes et indre produkt rum.

Helt konkret er det indre produkt defineret som (x,y) = xTy i R™ 1 C" er det indre produkt defineret
som (x,y) = xy og der geelder desuden: (x,y) = (y, x)

Vi vil nu definere normen, idet vi skal bruge den til senere beviser:

Definition: Hvis ver en vektor i et indre produkt rum V] sd er normen (eller l&engden) givet ved:
Ivll = V{v,v) = (v,v) = ||v]?
Desuden gzelder der, at hvis to vektorer er ortogonale, hvis (u, v) = 0 og:
i. |lvll=0, lighed ®v=20
i. |lavll = lalllvl
ii. [lv+wll < [lv|l + llwll

Den sidste betingelse kaldes ogsa trekantsuligheden.

Det vil altsa sige, at et par vektorer vil opfylde pythagoras i R™.

Satning 5.4.1: Hvis zog ver ortogonale vektorer i et indre produkt rum, sa geelder:
llw + vli? = llull® + [Iv]I?
Bevis: Vi kigger pa venstresiden i ovenstdende og bruger definitionen:
lu+ v = (u+v,u+v)=(uu)+wv)+ (v,u) + (v,v)
= (wu) + (v,v) + 2(u, v) = [[ull® + |lv||?

da uzog ver ortogonale har vi 2{(u, v) = 0.

Til vores nzeste bevis, skal vi bruge vektorprojektion:

Definition: Vektorprojektionen p af upa ver givet ved:

_(u,v)v=a< 1 )

~ o) Il

Nogle bemarkninger (hvis v # 0):

I.  u- pog perortogonale.
Brug def. af skalarprojektion af p og find (u — p, p)

II. u=pe ueretskalarmultiplum af v Dvs.u = v

(Bv,v)
(v,v)
1

. e (1 _ _a
HV1su—p,sa.u—a(”v”v)—,817,,8_”17”

Hvisu = fvsaerp = v=BFv=u

Til sidst har vi Cauchy-Schwarz uligheden, som bevises herunder:




Seetning 5.4.2: vog uer to vektorer i et indre produkt rum V. Sa geelder:
[(u, v)| < |lullllvl

Med lighed & wuog ver linezert afthaengige.

Bevis: Hvis v = 0 sa har vi tydeligt, at:
[(u, v} = 0 = |lulllvIl

Hvis v # 0, sa er pvektorprojektionen af upa v Hvis vi kigger pa:
plu-p
lull>=llp + w—2)I> " =" lpll* + llu — plI? = lipll?> = llull® - llu - pll?
Projektionen kan ogsa skrives pa en anden made:
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Dette kan igen skrives om til:

(w,v)? = ull?lvli? = llu = pl*lvI? < llull?lv]?
I ovenstaende har vi kun lighed, hvis p = u.

I{w, v)| < [lullllvl

Ipll? = vll* = = llull? = llu — plI?

Bemaerkning Il siger, at hvis u = p sa er u et skalarmultiplum af v - dvs. u og v er linezert afhaengige.

Til sidst en seetning omkring norm:

Seetning trekantsulighed: Hvis Ver et indre produkt rum, sa geelder:
llu + vl < llull + (v
Bevis: Vi prgver at skrive det ud:

lu+vl? =@+v,u+v)=lul®+ W)+ (vu) + llv|?
= [lull® + 2w, v) + [IvII?

Cauchy—-Schwarz

< llull? + 2{lullllvil + llvil?
= (llull + llvID?




