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Definition:Definition:Definition:Definition: Y er et underrum af ℝ!. Mængden af alle vektorer i ℝ! som er ortogonale på enhver vektor i 
Y noteres &'. Dvs. 

&' = )* ∈ ℝ!|*-. = 0   /01 2334  . ∈ &5 

Denne mængde kaldes for ortogonalkomplementet af Y. 

Der er nogle forskellige egenskaber ved ortogonalkomplementer: 

1. 6 ∩ & = )05 hvis X og U begge er ortogonale underrum til ℝ! 
Hvis * ∈ 6 ∩ & og 6 ⊥ & så er *-* = 0 og dermed er * = 0 

2. Hvis Y er et underrum til ℝ! så er &' også et underrum til ℝ! 
Tjekke lukkethedsegenskaber for underrum. 

3. >?'@' = ? 
4. dim ? + dim ?' = B 

Definition: Definition: Definition: Definition: Hvis U og V er underrum af et vektorrumW og alle E ∈ F kan skrives uniktuniktuniktunikt som en sum u + 
v, hvor H ∈ I og J ∈ K så er W en direkte sumdirekte sumdirekte sumdirekte sum af U og V og vi skriver: F = I ⊕ K 

Lemma 5.2.2: Lemma 5.2.2: Lemma 5.2.2: Lemma 5.2.2: Hvis )*N, … , *P5 er basis for S og )*PQN, … , *!5 er basis for ?', så er )*N, … , *P, *PQN, … , *!5 
basis for ℝ! 

Sætning 5.2.3:Sætning 5.2.3:Sætning 5.2.3:Sætning 5.2.3: Hvis S er et underrum af ℝ!, så kan vi skrive: ℝ! = ? ⊕ ?' 

Bevis:Bevis:Bevis:Bevis: Hvis ? = )05 eller ? = ℝ! er resultatet trivielt.  

Vi siger )*N, … , *P5 er en basis for S og )*PQN, … , *!5 er en basis for ?'. Så kan vi skrive * ∈ ℝ!: 

* = SN*N + ⋯ + SP*P + SPQN*PQN + ⋯ + S!*! 

Så skriver vi H = SN*N + ⋯ + SP*P og så H ∈ ? og vi skriver J = SPQN*PQN + ⋯ + S!*! og så J ∈ ?'. 
Dermed har vi, at * = H + J. Vi skal vise, at dette gælder entydigt, antager vi: 

* = HV + JV  ,   HV ∈ ?  , JV ∈ ?' 

Så har vi tydeligt, at 

H + J = HV + JV ⇒ H − HV = JV − J 

Så er H − HV ∈ ? og JV − J ∈ ?'. Dvs.: 

H − HV = JV − J ∈ ? ∩ ?' = )05 

Dermed er H − HV = JV − J = 0 og H = H′ og J = J′. 

 

Sætning 5.3.1:Sætning 5.3.1:Sætning 5.3.1:Sætning 5.3.1: Lad S være et underrum af ℝZ og [ ∈ ℝZ. Da er projektionen p af b på S det nærmeste 
punkt til b i S: 

\|[ − .|\ > \|[ − ^|\  ,   ∀. ≠ ^ ∈ ? 

p er unikt. Ydermere gælder det, at p kun vil være tættest på b, hvis og kun hvis [ − ^ ∈ ?' 

Bevis:Bevis:Bevis:Bevis: ⇒: Vi ved ℝZ = ? ⊕ ?' , så vi kan skrive [ = ^ + a, hvor a ∈ ?'. Vi kan så skrive: 

\|[ − .|\
b

= \|>[ − ^@ + >^ − .@|\
b

 

Da [ − . ∈ ? og [ − ^ = a ∈ ?' så kan vi bruge Pythagoras: 

\|[ − .|\
b

= \|[ − ^|\
b

+ \|^ − .|\
b

 

Da . ≠ ^ har vi heraf, at  



\|[ − .|\ > \|[ − ^|\ 

⇐: Så, hvis vi vælger et e ∈ ? og [ − e ∉ ?', så da e ≠ ^ har vi at e = .. Da y er alle elementer i S, som 
ikke er p, har vi igen: ‖[ − e‖ > ‖[ − ^‖ 

 

 

 


