10. Ortogonalt komplement og projektion

*  Def. + bemaerkninger
* Direkte sum
* Seetning 5.3.1

Definition: Yer et underrum af R". Meengden af alle vektorer i R" som er ortogonale pa enhver vektor i
Ynoteres Y. Dvs.

Yt={xeR"xTy =0 foralle y€eY}

Denne maengde kaldes for ortogonalkomplementet af ¥.

Der er nogle forskellige egenskaber ved ortogonalkomplementer:

1. XnY = {0} hvis Xog Ubegge er ortogonale underrum til R"
Hvisx EXNYogX LYsderx"x =0ogdermederx =0

2. Hvis Yer et underrum til R” s er Y ogsé et underrum til R"
Tjekke lukkethedsegenskaber for underrum.

3. SHt=s

4. dimS +dimSt=n

Definition: Hvis J/og Ver underrum af et vektorrum Wog alle w € W kan skrives uniktsom en sum u +
v,hvoru € U ogv € V sd er Wen direkte sum af Jog Vog vi skriver: W =U @V

Lemma 5.2.2: Hvis {xy, ..., x,.} er basis for Sog {x,,1, ..., X, } er basis for %, s er {xq, ..., Xy, Xy 41, .-, X}
basis for R™

Saetning 5.2.3: Hvis Ser et underrum af R™, s3 kan vi skrive: R® = S @ S+
Bevis: Hvis S = {0} eller S = R" er resultatet trivielt.
Vi siger {x,, ..., x,} er en basis for Sog {x,,1, ..., X, } er en basis for S*. S& kan vi skrive x € R™:
X=Cx1+ -+ X+ Crp1Xppq + 0+ Xy
S& skriver vi u = ¢;x; + -+ + ¢, X, 0g S& u €S og Vi skriver v = ¢y 1Xppq + -+ + CpX, 0g S& vV € St
Dermed har vi, at x = u + v. Vi skal vise, at dette geelder entydigt, antager vi:
x=u+v ,uves, vest
Sa har vi tydeligt, at
ut+tv=u+v' ssu—-u =v' —-v
Sderu—u' €Sogv' —v €St Dvs.
u—u =v' —vesnsSt={0}

Dermederu—u' =v' —v=0o0gu=u"ogv ="

Seetning 5.3.1: Lad Svaere et underrum af R™ og b € R™. Da er projektionen p af b pd Sdet nzermeste
punkt til i S

[Ib=yl|>[lb-pl|, vy#peS
per unikt. Ydermere geelder det, at pkun vil vaere teettest pa b, hvis ogkun hvisb —p € S+
Bevis: =: Vived R™ = S @ S, sd vi kan skrive b = p + z, hvor z € S+. Vi kan s skrive:
2 2
[1b=y1|" =[I(b=p) + (@~
Dab—y € Sogh—p=zE€ St sikan vibruge Pythagoras:
2 2 2
[Ib=y1|" = [Ib=pl|" +|Ip - yl|
Da y # p har vi heraf, at




|16 = yI| > [Ib = pl|
&: S4, hvis vi veelger et ¢ € Sog b — q ¢ S+, s& da q # p harvi at ¢ = y. Da yer alle elementer i S, som
ikke er p, har viigen: ||b — q|| > ||b — p||




