11. Ortogonale og ortonormale baser

¢ Definition
e Lemmab5.5.7
e Gram-Schmidt

Fgrst vil vi definere nogle grundbegreber til senere brug:

Definition: Vektorerne vy, ..., v, danner en basis for vektorrummet V'hvis og kun hvis:
() vy, ..., vy erlinuafh.
(ii) v4, ..., v, udspaenderV
En maengde vektorer fra Ver ortonormale, hvis de er:
- ortogonale pé hinanden: (v;, v;) = 0,1 # j
- enhedsvektorer.

Vi har s3, at en maengde af vektorer er ortonormale, hvis:

1,i=j
ww) =8y ={y " {2

Herudover er maengden en ortonormal basis, hvis vektorerne er linezert uathaengige og udspaender V.

Vi vil gerne vise og bevise Gram-Schmidt, men fgrst vil vi vise fglgende saetninger, der bruges i beviset
for Gram-Schmidt.

Lemma 5.5.7: Lad S vare et underrum af det indre-produkt rum V. Lad x € V og {x4, ..., x,} veere en
ortonormal basis for S.p € S er projektionen af xpa .S. Sa geelder:

n
p—x€eSterp =Z(x,xi)xl-
i=1

Bevis: Da p € S kan vi skrive: p = ¢;x; + -+ cpxp. Ifglge 5.5.2, kan vi skrive: p = Y%, cix; ,¢; =
(p, x;). For alle s € S har vi sé:
p—xeSte(sp—x)=0
S (X1 + -+ cpxy,p—x) =0 , c;skalar
© 1 (x,p—x)+ -+ cplxy,p—x) =0, ¢; skalar
S(xup-x)=0, i=1.,n
e (x,p) = (x,x) , i=1,..,n
e px)=(x) , i=1.,n

n
Sp= Z(x,xi)xi
i=1

Nu vil vi vise Gram-Schmidt, som bruges til at danne en ortonormal basis ud fra en anden basis.
Processen gar ud p3, at man fgrst ggr de enkelte vektorer i basen til enhedsvektorer, og derefter retter
man dem op med projektion.

Saetning 5.6.1 (Gram-Schmidt): Lad {x4, ..., x,,} veere en basis til det indre produkt rum V. Lad

()
U =|——|x
BN Ve

og definer u,, ..., u,, rekursivt:
1

lxk+1 — Pl

hvor vi har defineret projektionen af x;.; pa Span(uy, ..., ug):

Ug+1 = (xk+1 —pk) , k=1,..,n—1

Pk = (X1, Uy + -+ (X g, Up Uy




Sa er {u4, ..., u, } en ortonormal basis for Span(xy, ..., x;). Mengden {u, ..., u, } er en ortonormal basis
for V.

Bevis: Basis: Det ses tydeligt, at det geelder for Span(u,) = Span(x;).

[H: Vi siger det gaelder for k, sa der er konstrueret en maengde {u, ..., u,} som er ortonormal for S), og
vi har:

Span(uy, ..., uy) = Span(xy, .., x,) =S, , k<n
Induktionsskridt: k + 1.

pi er projektionen af x4 pa Si. Sa skriver vi (jf. 5.5.7):

k
Pl = (e 0t + o+ (e = D (e, iy
=1

1) Farst skal vi vise, at X1 — Py, er lin. uafh. og ikke-nul.
Da p, € Si kan vi skrive p;, som en linear kombination af x4, ..., x:
P = C1Xq + -+ + Cpxy
Vi kigger sa pa:
Xk+1 — Pk = Xp41 — C1X1p — "~ Cp Xy
Og vi har her, at X3, — Px € Sk+1 0g da x4, ..., X471 er lineaert uathengig da {x,, ..., x,,} er en basis, s
giver ovenstaende ligning ikke-nul: x,; — px # 0 (da den har en ikke-nul skalar).

2) Saskal vivise, atx,,1 —pr L u; ,i=1,..., k (etkrav for ONB):
Lemma 5.5.7 fortaeller, at x;,; — px € Si pga. def. af p; og dermed er
Xps1—Pr Ly , =1,k
3) Til sidst skal vi vise, at vi kan danne en ny enhedsvektor ud fra xy,1 — py:
Hvis vi nu siger, at:
Xk+1 — Pk
ll+1 = Pl

Sa er {uq, ..., Ux41} ortonormal (enhedsvektorer og ortogonale pa hinanden) og indeholdt i Si,;. Da
Uy, ..., Ug4q er lineeert uathaengige, sa udggr de en ortonormal basis for Sy, ;.

Ug+1 =




