13. Uniteer diagonalisering

*  Def. Uniteer matrix
*  Schurs sztning
* Spektralsetningen

Definition: En n X n matrix er en unitaer matrix, hvis sgjlevektorerne udggr en ortonormal mangde i
C™. Hvis Uer uniter gelder U'U =T ogU™1 = 1Ut = UHyUu-t = Ut
En maengde af vektorer {u,, ..., u,} er ortonormale, hvis:

1,i=j
wowy =8y ={y " 127

Nar vi taler om komplekse matricer, er der nogle forskellige operationer og definitioner, som er
nyttige.

Fgrst og fremmest har vi, at hvis vi kompleks konjugerer og transponerer en matrix noteres det
sdledes (med de fglgende regneregler, som ligner transponeringsregnereglerne meget):

MT = MH
(AMH =4

(aA + BB)H = @At + BBH
(AO)H = cHAH

Til sidst, siger vi, at en matrix er hermitisk, hvis M = M# (ligesom symmetriske matricer i R)

Seaetning 6.4.3 (Schurs satning): For hver n X n-matrix 4 eksisterer der en uniter matrix Usaledes, at
UH AU er gvre triangulaer (noteret 7).

Bevis: Vi inducerer pa n.
Basis:n = 1. Abenlyst korrekt.
IH:Vi antager at det geelder for en k X k-matrix.

Induktionsskridt:n = k + 1. Sa vi kigger pa en (k + 1) X (k + 1)-matrix A. Vi siger, at A, er egenverdi
til A med tilhgrende enhedsegenvektor w;.

Vi bruger Gram-Schmidt til at finde w, ..., wy,, saledes at {w;, ..., w41} er en ortonormal basis for
Ck*1, S3 lader vi W veaere matricen bestdende af w; ,i =1,..,k +1 som sgjlevektorer. Dermed
opfylder Wdefinitionen for en uniteer matrix.

Farste sgjle i WH AW er sa:
WHAW]_ = /11WHW1 = /1161
(da e er farste sgjle i identitsmatricen)

Sa ser vi p4, hvordan WHAW ser ud:

//11| ><><><><><\

whaw = 0|
HEN
0]

Hvor Mer en k X k-matrix. Vores IH siger, at seetningen geelder for A sa vi har en uniter matrix V;
saledes at V{IMV, = T, hvor T, er gvre trianguler. S& definerer vi:

/1|0000000\
y={0l
Wit
0|

Ver uniter. S3 prgver vi at gange hhv. V¥ og V'pa den fgrste matrix:
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Da VEWHAWY = (WV)2 AWV satter vi U = WV og ser om Uer uniter:
UHY = (W)WY = VEWHWY = [

Faktoriseringen A = UTU" kaldes Schur... Hvis 4 er hermitisk, sa vil Tvare en diagonalmatrix.

Satning 6.4.4 (spektral satningen): Hvis A er hermitisk sd eksisterer der en uniteer matrix J, som
diagonaliserer A.

Bevis: Vi ved fra beviset fgr, at der findes en uniter matrix U siledes at UYAU =T, hvor T er gvre
trianguleer. Vi kigger pa 7t
TH = (UPADH = UHAR(UNHE = UHAU =T

Da Ter gvre trianguleer og hermitisk, md den ogsa veere diagonal (da man transponerer indgangene).
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