14. Kvadratiske former

e Def.
* Satning 6.6.1
*  Definit

* Setning 6.6.2

Til hver kvadratisk ligning, kan der associeres en vektorfunktion f(x) = xTAx, som kaldes den
kvadratiske form. Bruges specielt i optimeringsteori.

Definition: En kvadratisk ligning med to variabler xog y’kan skrives pa formen:
ax?+2bxy+cy* +dx+ey+f =0

Dette kan skrives pa matrixform:
(G ) ra@al)er=c
Hvis vi sa siger, A = (Z i) ogx = (;) sa kaldes:

xTAx = ax?® + 2bxy + cy?

den kvadratiske form tilhgrende den kvadratiske ligning.

Korollar 6.4.5: Hvis 4 er en reel symmetrisk matrix, dvs. A = AT, s& eksisterer der en ortogonal matrix
Q, som diagonaliserer 4, sdledes at QT AQ = D, hvor Der diagonal.
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Givet en kvadratisk ligning kan vi overseatte og rotere den, sa vi far den pa
generelle n-dimensionelle tilfzelde kan den kvadratiske form altid overseettes til en mere simpel
diagonal form:

standard form”. For det

Saetning 6.6.1: Hvis 4 er en reel symmetrisk n X n-matrix, sd kan vi skifte variabler til u = QT x s8ledes
at xTAx = uT Du hvor Der en diagonalmatrix.

Bevis: Korollar 6.4.5 siger, at til en reel symmetrisk matrix 4, findes der en ortogonalmatrix, som
diagonaliserer 4: QTAQ = D.

Hvisu = QTx,sderQu = QQTx = x = QuogxT = uTQT

Vi tager den kvadratiske form, og indsaetter ovenstaende:

xTAx =uTQTAQu = u"Du

[ forbindelse med optimering af funktioner med flere variabler, ved vi, hvis funktionen er en
kvadratisk form, sa er det kritiske punkt 0. Om dette er maks., min. eller saddelpunkt afthaenger af
egenverdierne.

Hvis vi kigger pa de kvadratiske former, sa siger vi, at en f(x) har globalt minimum i 0, hvis og kun
hvis xTAx > 0 , Vx # 0. Vi siger ogs4, at f(x) har globalt maximum i 0, hvis og kun hvis xT4x <
0 , Vx # 0.Hvis xT Ax skifter fortegn, er det et saddelpunkt. Generelt har vi fglgende definition:

Definition: Vi siger, at en kvadratisk form f(x) = x” Ax er definit, hvis den for forskellige x ikke skifter
fortegn. En reel symmetrisk matrix 4

er positiv definit, hvis xTAx > 0 , Vx # 0

er negativ definit, hvis xTAx <0 , Vx # 0

er ikke-definit, hvis der er fortegnskift for forskellig x
er postiv semi-definit, hvis xTAx >0 , vx #0

er negativ semi-definit, hvis xTAx <0 , Vx # 0

Hvis A er invertibel sa er 0 det eneste stationaere punkt. Jf. definition og teksten fgr, har vi sa nu, at hvis
en kvadratisk form er positiv definit er det et globalt minimum, hvis den er negativ definit er det et




globalt maksimum og hvis den er ikke-definit er det et saddel-punkt. For at finde ud af, hvad et punkt
er, ma vi altsa finde ud af, hvad matricen er. Her er nzeste saetning nyttig:

Setning 6.6.2: 4 er en reel symmetrisk n X n-matrix, sa er 4 positiv definit, hvis og kun hvis alle A4’s
egenveerdier er positive.

Bevis: =: Hvis A er positiv definit og 1 er en egenvaerdi til 4, sa for en egenvektor xtilhgrende A:
xTAx = AxTx = A|x||?

Dermed har vi:

_ xTAx

xlZ

Og alle egenveerdier er positive.

A >0

&: Hvis alle egenverdier for A er positive, sa lader vi {x,,...,x,} veere en ortonormal maengde af

egenvektorer for A. Hvis xer en ikke-nul vektor, sa kan vi skrive den som en linear kombination:
X =o1x; + -+ apxy,
— T — n 2 _ 2
Hvora; =x" , =1,..,n L@ =|lxlI*>0
Hvis vi sa kigger pa den kvadratiske form:

xTAx = (agxq + - + apx)T (@ A1 + - + apdnxy,)

n
= (@)P 2]y + o (@) bt = D (@)%,
i=1

> (minA)||x||* > 0

Og dermed er A4 positiv definit.




