15. Lineeere differentialligninger

* Lgsninger
* Begyndelsesveerdiproblemet
* Putzers algoritme

Vi betragter fgrst et linezert differentialligningssystem:

yi = anuyi+-+ agmdn
Yo = Auyit ot QG

Hvor y;(t) = f;(t) er en kontinuert funktion. Dette system kan skrives mere simpelt op pa formen:
Y =AY

Hvor Y’og Yer vektorfunktioner af tog A er en n X n-matrix.

For det simple tilfelde n = 1: y’ = ay, har vi Igsningen y(t) = ce® , hvor cer en konstant.

En generel lgsning for n > 1 med egenvaerdier og egenvektorer for 4 er:
Y = : =eMx |, hvor x er en vektor

For at se om dette er en lgsning, differentierer vi det:
Y =2eMx =2y

Hvis vi siger, at A er en egenveerdi til 4 med tilhgrende egenvektor x; sa har vi:
AY = eMAx = AeMx =¥ =V’

Dermed har vi vist, at Y = e**x er en Igsning til differentialligningssystemet.

Hvis vi siger, at Y (t) er en lgsning, sa skal den have en bestemt veerdi ¥, for t = 0, sa siger en saetning,
at begyndelsesvaerdiproblemetvil have en unik lgsning.

Y =4Y , Y(0) =Y,
En mdde at lgse disse problemer pa er med matrixeksponentialet. For n = 1 har vi igen, at lgsningen er
pa formen:

y=e%y, , y(0) =y

Dette generaliserer vi igen til n > 1 og prgver at indsatte e*4 i ovenstdende lgsning:

Y(t) = ety, , Y(0) = ey, =1Y, =Y,
Vi kan tjekke om det er en lgsning ved at differentiere den, og se om den giver differentialligningen.
Bemeerk, at%em = Aet4:

Y' = Aetdy, = AY

Generelt er det nemt at finde lgsninger til differentialligningssystemer, hvis bare 4 er diagonaliserbar:
Y = ety, = XePXx "1y,
Hvor D er diagonalmatrixen, og X er diagonaliseringsmatrixen. S3 handler det blot om at finde

egenveerdier og egenvektorer for A. Hvis ikke A er diagonaliserbar, bruger vi Putzers algoritme til at
finde matrixeksponetialet e*4:

Satning (Putzers algoritme): A er en n X n-matrix i det komplekse rum med A4, ..., 1,, egenveerdier. Sa
lader vi
k

Py=1, Pk=1_[(A—/1j1) , k=1,..,n

j=1

Vi definerer sa:




n—1

Q) = Z Tie+1(E) Py
k=0

Hvor r;(t) = e*1t og

t
1. (t) = e)‘ktf e MSr_,(s)ds , k=2,..,n
0

Sé gelder der,at Q(0) =1 0g Q'(t) = AQ(t) = Q(t)A.

Bevis: Fgrst ser vi pa rog @ hvis t = 0 indsaettes:

0
rn(0)=eM"=1 |, r(0) = e’lkof e MSr_1(s)ds =0
0

n—1 n-1
Q0) = Y 11 (0P, =1y (OPy + ) 12 (VP = 1P +0 = Py = I
k=0 k=1

Det er Kklart, at 4 kommuterer med (A — A;1): A(A — A;1) = (A — A;1)A. Dermed kommuterer A ogsa
med Py, ..., P,_; og sa med Q(t) dvs.: AQ(t) = Q(t)A.
Sa kigger vi pa k > 1. Vi starter med at differentiere r:

t
e (t) = Akelktf e Sy _y (s)ds + etete Mty (£) = A (8) + 1y (0)
0

Vi definerer ry(t) = 0, sa geelder dette ogsa for k = 1.

Herefter differentierer vi ¢

n-1 n-1
QO = 11O = D (eraTien (O + ()P
k=0 k=0
Til sidst skal vi se, om Q'(t) = AQ(t), s vi traekker hgjresiden fra venstresiden og ser om det giver 0:
n—1 n-1
Q') = 40® = ) (Aeratiers () +1e(O)Pe = 4 Y 1 (P
k=0 k=0
n-1

= > GueraTess O + 1Py = A1 (OP)

k=0
her skal vi have det karakteristiske pol frem (A—2Ay411)
sa vi rykker rundt pa leddene og satter uden for ( )

n-1
= D T (OA = DesaDP + 1 (OP)
k=0
n-1
= 2(_Tk+l<t)pk+l +1(DP) ()
k=0
= _rn(t)Pn

=0
(*) Her aeder leddene hinanden saledes, at vi ender med:
= (—r ()P + 1o () Py) + (=12 (OP + 11 (OPy) + -+ + (=11 (O Pp—1 + T2 (O Pr—2)
+ (_rn(t)Pn + rn—l(t)Pn—l)

= -1, ()P,
Ved sidste lighedstegn bruger vi Cayley-Hamilton-szetningen, da
Py = pa(4) =0

Q(t) er den differentiable matrixfunktion, der opfylder exp(0A) = I og exp(tA)’ = A exp(tA). Dermed
kan vi bruge Q(t) til at lgse differentialligninger med.




