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Definition: En stokastisk proces en sekvens af eksperimenter, hvor udfaldet afhzenger af
sandsynlighed. En Markovproces er en stokastisk proces, der opfylder fglgende:

[.  Maengden af mulige udfald er endelig.
II. Sandsynligheden for naeste udfald afheenger udelukkende af det foregaende.
[II. Sandsynlighederne er konstante over tid.

En Markovkade bestar af en raekke tilstandsvektorer x,, ..., x,, som ogsa er sandsynlighedsvektorer,
hvor x, kaldes startvektoren. 4 er en n X n-matrix, som vi kalder transitionsmatrixen (stokastisk
matrix) for Markovprocessen. Vi har sa

Xog, X1 = Axo ,y X = Ax1 T

Dvs. mere generelt: x,, = Ax,,_;

En matrix er stokastisk, hvis indgangene er ikke-negative og summen af sgjlerne er 1. Sa er sgjlerne
ogsa sandsynlighedsvektorer.

Setning 6.3.3: Hvis A er en stokastisk matrix, x, € R" er en sandsynlighedsvektor. Vi definerer
k—co

xx = A¥xy ,k = 1, ..., og vi antager x;, — x (Markovkaden konvergerer mod x). Sa gelder der om
den stabile tilstandsvektor x:

(D) xer en sandsynlighedsvektor (ikke-negative indgange, som summer op til 1).
(ii) Ay = 1 er en egenveerdi til 4 og xer en egenveerdi tilhgrende 1;.

Bevis for (i): Da x}, er en sandsynlighedsvektor geaelder det fglgende:
Hvis (x); er /te indgang i x og (x;); er /te indgang i x;, sa har vi: (x); = limy(x);. Da (x;); = 0 er
(x); = 0, og xhar altsa ikke-negative indgange. Vi kontrollere om indgangene for xsummer op til 1:
eTx =el (;P_I)Elo xk) = lim elx, = Jim e (Akx,)
da A¥ bestar af ss—vektorer

= lim (eT4%)x, = lim e

k—oo k— oo

Txg=1lim1=1
k—oo

Hvore” = (1, ...,1).

def t
Bevis for (ii): Ax = A(limg_ e x3) = limg00 Axge = limp00 Xg41 =" x

Der eksisterer altid en stabil tilstandsvektor, hvis 1; = 1 er en dominerende egenvaerdi til 4. Den er
dominerende, hvis |Aj| < |A4| ,i=2,..,n. Vihusker pa at alle indgange i 4 er positive.

Setning 6.3.4: Hvis 4; = 1 er en dominerende egenveerdi til 4, sa vil Markovkaeden med transitionen 4
konvergere mod en stabil tilstandsvektor.

Bevis: Nar A er diagonaliserbar, sa er y; en egenvektor tilhgrende 4; = 1 oglad Y = (y4, ..., y,) veere

1 - 0
den matrix, der diagonaliserer A4. Vi definerer E = < ) € Mat,
0 - 0
/111< 0\ e
pk=|: -~ i |—E
0 - ,15

Hvis s& x, er startsandsynlighedsvektoren og ¢ = Y "1x,, sd er:

k—oo
xp = A¥xy = YD*Y"1x, = YD¥c— YEc = Y(cye;) = 1y
Sa c;y; er den stabile tilstandsvektor til Markovkaeden. Dette passer jo ogsa fint med, at y; er en
egenvektor tilhgrende 4, (c; er jo bare en skalar).




